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FONCTIONS AFFINES

De toutes les fonctions usuelles que nous étudions, les fonctions qffines, c'est-a-dire celles
définies par une expression du type f(x) = ax +b, sont les plus simples. 1l ne faut cependant pas

sous estimer leur importance : localement, c'est-a-dire assez pres d’une valeur donnée de la
variable, toute fonction (pourvu qu’elle soit assez réguliére, ce qui sera le cas des fonctions
usuelles) se comporte presque comme une fonction affine.

Vous savez trés certainement que le graphique d’une fonction affine est une droite. Nous
consacrons les trois premiers paragraphes a la notion de droite dans le plan muni d’un repére :
il est conseillé de s’assurer que leur contenu est solidement acquis en faisant les exercices
DYOpOSéS.

Le dernier paragraphe montre I'intervention des fonctions affines dans les sciences
expérimentales.
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1. D’un point & un autre dans le plan muni d’un repére.

Dans un repére, un point M est déterminé par son abscisse x,, v
z y H
et son ordonnée y,, . o
O Ear
y B
? A Ax = x, —x, est la variation en abscisse du point A au
A 14y point B.
YA .
Ax .o , . .
Ay =y, —y, estla variation en ordonnée du point A au point
. B
X4 Xz

Sur le schéma ci-dessus, Ay et Ax sont positifs mais tous les cas de figure peuvent se présenter.

Axi=4
Par exemple de A(1 ;3) a B(5; -2) nous avons : e+ o >
Ax=5-1=4 !
i
i
Ay -5
Ay=-2-3=-5 7 ; Y.
1




Exercices

Sur chacun des schémas suivants, représenter la variation en abscisse Ax et la variation en

L.
ordonnée Ay du point A au point B et indiquer leur valeur.

A

]

A\

B

SV

v
X

4

v
%
o]

Soit A le point de coordonnées (2 ; -4). Calculer la variation en abscisse Ax et la variation

2.
en ordonnée Ay du point A au point B dans chacun des cas suivants :
Ay=............

B a pour coordonnées (10 ; 12) AX=............
B a pour coordonnées (0 ; 0) AX=........... Ay=............
AX=........... Ay=............

B a pour coordonnées (-47 ; -312)

Soit A le point de coordonnées (-23 ; 17). Ecrire les coordonnées des points B, C, D tels

kA

3.
que :
deAaB, Ax=2et Ay=-3 Kp = et VE = e
deBaC, Ax=-10 et Ay=14 Kp = ererereemiennn VB = eererrnrnneeens
deCaD, Ax=-51et Ay=-37 b SR VB = e,
4.  Endonnant & Ax plusieurs valeurs différentes, placer
sur le dessin ci contre des points M;,M,,M;...... vérifiant
A
%

tous la condition suivante :
deAaM, Ay=Ax

Placer de méme plusieurs points N;,N,,N;
deOaN, Ay=Ax

5.
dessin ci contre des points M,;,M,,M,......
condition suivante :

de AaM, Ay=2Ax

Placer de méme plusieurs points N;,N,, N,

deAAN, Ay =—%Ax

En donnant 4 Ax plusieurs valeurs différentes, placer sur le
vérifiant tous la
A

tels que

v




2. Coefficient directeur d’une droite dans un repére

Le coefficient directeur, appelé également pente, d’une droite d =

des ordonnées est le nombre m défini par :
m=22"Y4
Xp —Xy

11 convient bien siir de s’assurer que si C et D sont
deux autres points définissant la méme droite d, on
Vg~ Va4 et Yp V¢
Xp—X, Xp—Xc

Cela résulte du théoréme de Thalés apres que I’on
ait fait glisser le triangle CDE le long de la droite
jusqu’a ce que C coincide avec A.

a I’égalité des rapports

D’un point a un autre de la droite d, le rapport % est donc
constant. En réalité ce rapport est encore le méme sur toute
droite d’ paralléle & d comme permet de le comprendre le dessin
ci-contre (mais ce coefficient prend bien siir une autre valeur sur
une sécante a d). Le coefficient directeur de droite d caractérise
donc la direction de la droite d.

En résumé :

= Si A etB sont deux points du plan d’abscisses dlstmctes

adu‘ecteur le nombre n deﬁm par ' ‘ -
o ; ; yA f ,

X, x

- m .

(AB) non paralléle a I’axe

/ SRR

A

la droxte (AB) a )our coefficient

= ‘Deux drorres (non paralleles a I’axe des ordomlees) sont paralieles si et seulement si elles ont
‘méme coefficient directeur. Tl existe donc une seule drcnte passant par | un pomt donne et de

coeﬁ'lment dlrecteur donne

. Dun pomt aun autre d une dr01te de coefﬁment
- dlrecteur m, nous avons tOlleUl’S .

/§A/=mdx

s
‘v.l‘:.:

v

Ay m Ax

La relation Ay =m Ax conduit & Ay=m lorsque Ax=1. Le coefficient directeur m indique donc

en particulier de combien on s'éléve ou s'abaisse sur la droite
abscisse .

lorsqu'on s'y déplace de +1 en

cas m > f] I l fac w < N I 4



Exercices corrigés

Tracer la droite de coefficient directeur m = 0,7 passant par le point A ci-dessous

3 Je choisis a partir de A un

écart en abscisse Ax=10 . T

Pour obtenir un second point We

de la droite, I'écart en yd

A4

\4

ordonnée correspondant Ay

Al doit valoir 0,7x10, c'est-a- AL

i, 29SS O U VS o

dire 7.
Déterminer le coefficient directeur m de la droite ci-dessous

Je cherche deux points de la \

droite dont les écarts en abscisse P

et en ordonnées me paraissent

N\ simples 4 lire, Ici, j'ai sélectionné AN

v

N

les points P et Q. Ona Ax=3 et NO
Ay =-4 donc la droite a un \

\, coefficient directeur m égal a ™\
4

3
Calculer le coefficient directeur m de la droite passant par les points A(-10,13) et B(5;53).

De A a B, nous avons Ax=5-(-10) soit Ax=15 et Ay=53-13 soit Ay=40. Le coefficient

directeur m de la droite (AB) est donc égal a illg soit %

Sur la droite (AB) précédente, on considére le point M d'abscisse égale a 2. Calculer I'ordonnée
du point M.

De A 4 M la variation en abscisse est Ax =2 —(-10) soit Ax=12. La droite ayant un coefficient
directeur de g, la variation en ordonnée de A a M vaut Ay = g x 12 soit Ay =32 . Ainsi

Yu =Va +32,d'ou y,, =45.
Le point N de coordonnées (50;174) est il sur la droite (AB)?

11 suffit de calculer le coefficient directeur m' de la droite (AN) et de le comparer a celui de la
droite (AB).

ona: me 4B

=————— s0it m'= 161 . Ce nombre est distinct de 8 (bien que trés proche puisque
50 — (~10) 60 3

§= ~16£0Q ). Nous pouvons donc conclure que N n'est pas situé sur la droite (AB).




Exercices

1. Calculer le coefficient directeur de chaque droite ci-dessous en faisant apparaitre sur la
figure les points utilisés pour faire le calcul.

v

)\
N

V7

2. Estimer, avec la meilleure précision possible, le coefficient directeur m de la droite ci-
dessous

\\1.—
0 1 \\

3.  En se servant uniquement du
quadrillage figurant sur le dessin ci contre,
tracer les droites d,,d,,d;,d, passant parle

point A de coefficient directeur respectif’ 0,3

10 3 7 A
—=, Zet-—.
37 7 3

v

4, Soit A et B les points de cordonnées respectives (2 ; 1) et (5 ; 7).

Calculer le coefficient directeur de la droite (AB).

Soit R le point d'abscisse 4 sur la droite (AB). Calculer la variation en abscisse Axde A aR.
En déduire la variation en ordonnée Ay correspondante, puis l'ordonnée de R.

Méme question pour S d'abscisse —1, puis T d'abscisse 50.

Soit C le point de coordonnées (10 ; 20). Dire pourquoi ce point n'est pas sur la droite (AB).
Soit Q le point de coordonnées (98 ; 193). Calculer le coefficient directeur de la droite (AQ).
Que peut-on en déduire pour le point Q ?




5.  Tracer la droite passant par A dont la
pente est double de celle de la droite (AB) et
la droite passant par B dont la pente vaut la
moitié de celle de la droite (AB). Déterminer
par lecture sur le graphique puis par un
calcul les coordonnées x et y de leur point
d’intersection.




3. Equation d’une droite dans un repére.

Nous distinguons deux problémes.

Former une équation d’une droite connue par I'un de ses points A(x,.y,) et son coefficient

directeur m.

Un point M distinct de A, de coordonnées (x, y) est sur cette droite si

et seulement si la droite (AM) admet m pour coefficient directeur, ce

qui se traduit par la relation? 24 =m ou encore
X—x,

y-y,=m(x—x,), relation qui a 'avantage sur la précédente d'étre

aussi vérifiée par les coordonnées du point A.

En résumé :

Une equatmn de la drmte de coefﬁc1ent directeur m passant par le point A est

V- y;-m(\ x, ]

y M/
1
VY -da
Ya A ...I
/ X-X4
X4 X -

En parﬂcuher une equatlon de Ia dronte de coefﬁment dn ectem m passant par l'onome du repere est

V= ﬂﬂ‘

Lorsque le coefficient directeur m et les coordonnées de A sont connus numériquement, I’usage
veut que ’on développe et réduise le second membre. Par exemple, la droite de coefficient
directeur 0,8 qui passe par le point de coordonnées (1 ; 2) a pour équation :

y—-2=08(x-1),
ce que I’on écrira sous la forme :
y=08x+14.
Cette derniére équation est appelée I’équation réduite de la droite.

Identifier les points vérifiant une relation du type y = ax+b.

11 suffit d’écrire la relation sous la forme y—b=a(x-0)
pour reconnaitre d’aprés ce qui précéde la droite de
coefficient directeur a passant par le point A de
coordonnées(0,b) .

W



Exemples

Trouver I’équation réduite de la droite passant par les points A et B de coordonnées respectives
(-3;1)et(5;17).

17 -1
5-(-3)
passe par A(-3 ; 2), il vient pour équation cartésienne : y— /= 2(x—(-3)). D’ou son équation
réduite : y =2x+7.

Cette droite a pour coefficient directeur le nombre m = =2 . En utilisant le fait qu'elle

Tracer l'ensemble des points M du plan dont les coordonnées (x;y) vérifient : y=2x -1

3 3 . r hY ,
Nous savons que c'est une droite de coefficient directeur égal a 2. Le ”
point A d'abscisse 0 de cette droite admet (-1) pour ordonnée. D'ou le 2
tracé cherché, que nous aurions également pu obtenir en cherchant un
second point B de la droite, par exemple celui d'abscisse 3. Son
ordonnée vaut 2x 3 —1, c'est-a-dire 5. 0 o
] 3 17
/
Tracer l'ensemble des points M du plan dont les coordonnées (x;y) vérifient : y = -Z—x -2
/
C’est une droite et nous la déterminons par 2 points dont les 5
coordonnées sont aisément calculables : le point A d’abscisse O, son /
. . 5 . , 4
ordonnée vaut -2 et le point B d’abscisse 3, dont ordonnée vaut //
7 .
—x3 -2, c'est-a-dire 5. of 5
3 /.
2
/
7

Dire pourquoi les droites d’équation réduite y =0,4x—5 et y =2x+3 sont sécantes

Ces droites n’ont pas méme pente (0,4 pour 'une et 2 pour I’autre), elles ne sont donc pas
paralleles.

Déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites précédentes.

Leur point d’intersection a une abscisse x et une ordonnée y qui vérifient les deux relations
y=0,4x—5 et y=2x+3. Donc x vérifie ’égalité
0,4x—-5=2x+3
Ce qui équivaut &
1,6x = -8
d’ou
x=-5.



En reportant cette valeur de x dans I’'une ou I’autre des relations y = 0,4x—5 ou y =2x+3, on
doit, ’il n’y a pas eu d’erreur de calcul, trouver le méme nombre, qui est ’ordonnée du point
cherché. On trouve ici y =-7.

Exercices

1. Tracer la droite d de pente 3 passant par
l'origine du repeére et la droite d' parallele a d
passant par le point A(0 ;-2) puis déterminer
I’équation réduite de chacune de ces droites.

L 4

. L 3 .
2. Tracer la droite d d'équation y = —S—x +2 puis

la droited paralléle a d et passant par l'origine du
repére. Donner 1’équation réduite de la droite§ .

3.  Déterminer I’équation réduite de la droite d de pente 0,7 passant par le point A (3 ; -5),
puis celle de la droite d’ paralléle a d passant par le point B de coordonnées (-2 ; 1).

4. Quelle particularité présentent toutes les droites du plan dont ’équation réduite est de
la forme y =0,5x+5 ?

De méme, quelle particularité présentent toutes les droites du plan dont I’équation réduite
est de la forme y =ax+27?

5. Soit les points A(-2 ;-1), B(2 ;5), C(7 ;-2), D(-1 ;-3). Déterminer les coordonnées du
point d’intersection des diagonales du quadrilatére ABCD.

6.  Vérifier, en les plagant dans un repére, que les points dont les coordonnées sont
consignées dans le tableau ci-dessous sont presque alignés.

A]JB|C]| D] E
X 1 2 | 3 4 5
y | -04] 11 | 25 | 3,8 | 54

Tracer une droite ajustant "au mieux" cette série de points et en donner 1’équation réduite.

10



4, Fonctions affines.

Comme nous I’avons annoncé dans I’introduction, une fonction affine est une fonction donnée par
une expression de la forme

f(x)=ax+b (aetb sont deux constantes) .
Dans le cas particulier ou b est nul c'est & dire quand la fonction f est définie par une expression du
type f(x)=ax, on dira plus précisément que f est une fonction linéaire.

Par exemple, 1a fonction définie par f(x)=2x-3 est affine. Il en va de méme de celle définie par
f(x)=2(x—-4)-5(2x+1002) puisque son expression peut se réduire en f(x)=-8x—5018.

Représentation graphique

La représentation graphique de la fonction affine définie par

F(x)=ax+b dans le plan rapporté & un repére est par définition  ax +&

l'ensemble de tous les points M(x, y) du plan dont I’ordonnée y

est liée a I’abscisse x par la relation y =ax+5. 1l s'agit donc . _"_’i a

d'une droite non paralléle a I'axe des ordonnées. 1

Pour la tracer, il suffit d'en déterminer deux points ou bien x

d'observer que cette droite passe par le point de coordonnées
(0 ; b) et admet le nombre a pour coefficient directeur.

En particulier la représentation graphique de la fonction linéaire définie par f(x) = ax est la droite
passant par l'origine du repére et de coefficient directeur a.

Caractérisation des fonctions affines par leur taux d’accroissement

Lorsque x varie de Ax, la grandeur y = f(x)=ax+b varie de Ay =aAx.
En effet :
Ay=f(x+Ax)-f(x)
=(a(x+Ax)+b)—(ax+b)
=aAx

Il en iesulte que Ie taux d accroxssement J d une fonct:on aﬁine entle deux valems de la ;

.

vm1able est constant et cecn caractense les fonctlons afﬁnes -

Supposons en effet qu’une fonction f soit telle que, calculé entre deux valeurs quelconques de la
variable, son taux d’accroissement prenne toujours la méme valeur a.Un nombre x, étant fixe,

on doit donc avoir pour tout autre nombre x :
J(x)-f(x,) _
xX—X, -
d’ou :
f(x)=ax+(f(x,)-ax,)

ce qui montre bien que la fonction est affine.

11



Sens de variation

Si Ax est positif, la relation Ay = aAx montre que Ay est du signe de a.

La fonction affine définie par f(x)=ax+b est donc strictement croissante si a >0 et strictement
décroissante si a <0 (ce qui était prévisible au vu de sa représentation graphique).

Signe
Si a n’est pas nul, la fonction définie par f(x)=ax+b s’annule pour x __b et f(x) est du signe
a

de a pour x>———b—, du signe de —a pour x<--l-)—.
a a
Cela résulte de ce qui précede.

Exercices corrigés

Peut-on trouver (et si oui donner son expression) une fonction daffine g dont un relevé de valeurs
est:

x 4 1 4 8
2(x) 30 100|142 | 198

Si une telle fonction affine g existe, son taux d’accroissement entre 1 et une valeur quelconque x
de la variable doit étre égal, par exemple, au taux d’accroissement entre 1 et 4, ce qui conduit a :
g(x)-100 142-100
x-1  4-1

et donc a :

g(x)=14x+86.
On vérifie aisément que la fonction affine donnée par cette expression admet bien le relevé de
valeurs ci-dessus.

Peut-on trouver (et si oui donner son expression) une fonction affine f dont un relevé de valeurs
est:

x 5 1 4 8
) 30 100|135 |178

On peut procéder comme précédemment : la phase de vérification conduit alors a répondre non a
la question. Mais on peut aussi dire que si une telle fonction affine existe, son taux
d’accroissement calculé entre deux valeurs quelconques de la variable est toujours le méme.
Nous constatons ici que

Ay 135-100 35

entre 1 et 4,
4-1 3
entre 1 et 8, —A—}i=1—7§»i£)-9=E
Ax 8-1 7

. 35 78 . . .
Les fractions 5 et - n’étant pas égales, nous concluons que la réponse est non.

12



Une table de la fonction sinus donne les valeurs suivantes :

sin(1,401) = 0,985619 et sin(1,402) =0,985788
En approchant la fonction sinus par une fonction affine sur l'intervalle [1,401,1,402], donner une
estimation de sin(1,4017) (le procédé est appelé interpolation affine). Comparer la valeur
frouvée avec celle que donne votre calculatrice.

La fonction affine f qui prend respectivement les N

valeurs 0,985619 et 0,985788 en 1,401 et 1,402 prend en 0,985788
1,4017 une valeur y telle que son taux d’accroissement

entre 1,401 et 1,4017 soit le méme qu’entre 1,401 et
1,402, ce qui conduit a :

B S

¥—0985619 0,985788—0,985619 0985619 provimmm == >
1,4017 —-1,401 1,402 -1,401 ’

et donc a 1,401 1,4017 1,402
y =0,985619 + I% x 0,000168 = 0,9857366

alors que la calculatrice donne , avec 6 chiffres derriére la virgule :
sin1,4017 = 0,985737 .

On mesurera la qualité de 1’approximation obtenue.

Exercices

1. Indiquer par leurs numéros les quadrants du plan traversés par la représentation
graphique des fonctions affines définies par :

a. f(x)=2x-3

b. f(x)=-001x—-431
c. f(x)=2000x+03
d. f(x)=-5
e.
f

f(x)=—x+01
f(x)=10(x-3)+T7(x-1)

2. Déterminer suivant les valeurs de x le signe de —3x + 5 et celui de 4x — 7 En déduire
suivant les valeurs de x le signe de (—3x +5)(4x+7).

S
-

13



3. Une fonction linéaire f est telle que £(3)=2.
Représenter graphiquement f dans le repere ci contre et donner
l'expression de f(x).

v

Faire de méme avec la fonction affine g qui vérifie
g(0)=-1et g(D=2.

4. Peut-on trouver (et si oui donner son expression) une [ 107111

fonction affine g dont un relevé de trois valeurs est : gx) |2 |4

Méme question avec le relevé de valeurs suivant : X 171
gx)[2 [4]6

5. Donner par interpolation affine une estimation de In (25,3) sachant qu'une table donne
In(25) ~3,2189 et In(26) ~3,2581. Comparer la valeur trouvée avec celle que donne votre
calculatrice.

6.  Donner la valeur exacte de /144 et de 4/169 . En déduire par interpolation affine une
estimation avec un chiffre derriére la virgule de /150 . Comparer la valeur trouvée avec celle
que donne votre calculatrice.

Trouver de méme par une interpolation affine judicieuse une estimation de 200 . En déduire
une estimation avec deux chiffres derriére la virgule de +/2 . Comparer la valeur trouvée avec
celle que donne votre calculatrice.

14



5. Lois linéaires.

Lorsque le physicien (I'astronome, le biologiste, I'économiste...) observe que deux grandeurs
sont liées, il cherche une formule "mathématique" permettant de traduire cette dépendance. Cette
loi permet alors de prévoir la valeur de 'une des grandeurs quand on connait l'autre.

On constate par exemple que I’allongement d’un ressort auquel on a accroché un objet de masse
m est proportionnel & m. Sa longueur 1 est donc donnée par la formule 1=1, +km ou 1, désigne

sa longueur a vide et ou k est une constante qui dépend du ressort (appelée constante de raideur
du ressort).

Les relations les plus simples entre deux grandeurs x et y sont celles du type y = ax ou plus
généralement du type y = ax + b . Nous parlerons alors de dépendance linéaire ou de loi
linéaire.

Ce qui caractérise les lois linéaires (et en fonde d'ailleurs [’appellatlon) c'est qu'en reportant dans

le plan muni d'un systéme d’axes la série de pomts associée & un relevé expenmental des valeurs ,~

conjomtes des grandeurs x et y, on obtlent une famﬂle de pomts ahgnes (aux erreurs de mesm e
pres, bien entendu) ' .. . ~

Etude d'un exemple

Nous avons consigné ci-dessous quelques observations concernant la période 7" des petites
oscillations d'un pendule (formé d'une bille en acier d'une masse de 50g suspendue a un fil) en
fonction de sa longueur L (la précision obtenue pour 7 résulte d'une moyenne faite a chaque fois
sur 20 oscillations).

p—
[
A,

L(enm) |03 ]04 ]0,5 [0,6 [0,7 [0,8 [09

T(ens) |1,1 1,27 |1,41 |1,55 [1,68 |1,79 [1,9 |2

1,8

L6 %

14

12

Les points correspondants ne sont visiblement pas alignés.

Nous concluons que 7 ne dépend pas linéairement de L. Mais

on peut supposer, au vu du graphique obtenu qui a I’allure

d’un arc de parabole, que c’est vraisemblablement 77 qui

dépend linéairement de L.

02 04 06 08 1

15
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Calculons alors le carré des périodes :

PR i
L 03 Jo4 o5 o6 (07 (08 |09 |1 38

7% 11,21 1,61 (1,99 [2,40 [2,82 |3,20 |3,61 |4 34

On constate cette fois que la droite passant par l'origine et de *
coefficient directeur 4 ajuste bien la série de points associée a ce 30

tableau, ce qui conduit a proposer 7% ~ 4L ouT ~ 2L comme 2,6

formule approchée. . ¥

D'autres relevés expérimentaux confirmeraient cette formule, et
ceci indépendamment de la masse m de la bille suspendue a la
ficelle. Mais il suffit de modifier artificiellement le champ de la 1
pesanteur (en faisant par exemple passer la bille d'acier dans le

champ d'un aimant) pour observer une modification de la

constante de proportionnalité entre 7 et JL.
Une étude théorique montre en réalité que, pour de petites

A4

02 04 06 08 1

oscillations : 7 = 27z_|— ou g est l'intensité du champ de la
g

pesanteur (sur terre, g~ 9,81 ms™).

Exercices

1.  Le tableau suivant consigne la pression p enregistrée a différents niveaux z de profondeur
d'un lac.

0
10°

5
148x10°

10
205x10°

15
251x10°

20
298x10°

25
3,49 x10°

30
4,03x10°

z (en m)
P (en Pascal)

Représenter graphiquement ce relevé de mesures. Peut-on parler d'une dépendance linéaire entre
la profondeur et la pression ? Si oui donner une formule approchée exprimant p en fonction de z.

2. L'évolution de la tension U (en volts) aux bornes d'une pile en fonction de l'intensité 7 (en
ampéres) du courant qu'elle débite est donnée par la formule U = E -] ou E désigne la force
électromotrice de la pile et r sa résistance interne. Déterminer graphiquement une valeur
approchée "au mieux" de la force électromotrice et de la résistance interne d'une pile pour laquelle
on a les résultats de mesure ci-dessous.

I

0,010

0,020

0,030

0,040

0,060

0,080

0,100

0,130

0,160

0,200

0,250

0,300

U

4,49

4,47

4,45

443

439

436

4,32

4,27

4,22

4,15

4,06

3,97
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3. Le tableau suivant consigne pour les différentes planétes du soleil, la période de révolution
T et le demi grand axe a de l'ellipse qu'elles parcourent.

Mercure | Vénus | Terre | Mars | Jupiter | Saturne | Uranus | Neptune | Pluton
a (en 0,58 1,08 1,49 12,28 |7,78 14,3 28,7 45 59,1
10%km )
T (en 2,11 5,38 8,76 | 16,49 | 104,31 | 258,60 | 737,22 | 1444,64 | 2171,34
10%h )
Ten 88j 224j | 365j | 687j | 11,9ans | 29,5ans | 84,1ans | 164,8ans | 247,7ans
jours ou
ans

Pourquoi est-il peu raisonnable de vouloir représenter foutes ces données sur un méme graphique?
Justifier cependant que 7 et a ne sont certainement pas liés par une loi linéaire.

Faire un tableau contenant les puissances de a et de 7' jusqu'a un exposant égal a trois (on pourra
utiliser un tableur). Montrer qu'il existe deux entiers m et n tels que 7" soit (aux approximations
de mesure preés) proportionnel a a” (ce résultat est la troisiéme loi formulée par KEPLER
concernant la révolution des planétes autour du soleil).

4. Rappelons que lors de la décharge d'un condensateur dans un circuit comportant une
résistance R, la loi d'évolution de la tension U aux bornes du condensateur en fonction du temps #

. t \ L. "
est exponentielle : U =U,, exp(— =C ) ou C désigne la capacité du condensateur.

Un condensateur que l'on a déchargé dans une résistance de 1 méga ohm a donné lieu aux mesures
suivantes :

f(ens) |0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 {7 |8 |9]10
U(en?)|100|75|55{40[{30|20|15|10]|10|5]|5

Vérifier graphiquement que la loi n'est effectivement pas une loi linéaire.
Former le tableau conjoint de t et de /nU et placer dans un repére les points associés. En déduire
une valeur approchée "au mieux" de la capacité de ce condensateur.
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Fonctions trindmes du second degré

Les fonctions trindmes du second degré sont définies par une expression du type ax’ +bx+c¢ oi
a #0. En abrégé, nous parlerons ici de fonctions trinomes.

Les courbes représentatives de ces fonctions sont des paraboles. Nous remarquerons (I’explication
fait objet du 4.) qu’elles sont toutes semblables a celle de la plus simple des fonctions trinomes : la
fonction carré, définie pour tout nombre réel x par f(x)= «*, qui est étudiée au paragraphe 1.

Les objectifs a atteindre sont de pouvoir rapidement donner I'allure de la parabole a partir de

quelques informations données sur une fonction trindme ou réciproquement de retrouver une
expression de la fonction et certaines de ses propriétés a partir de sa courbe.

Table des matiéres
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1 Définition et propriétés globales de la fonction carré

1.1 Définition A}

04

L

Dans ce chapitre on désignera parfois par f cette fonction.

ooy
[«

I
\ |
1.2 Sens de variation \\ 12 I’
\ |
\\ . /
On a pour tous nombres réels a et b distincts : \ /
a* - b* = (a-b) (a+b). .
Cette quantité est du signede a-b si a et b sont positifs (et du signe ’
contraire de celuide a-b si a et b sont négatifs). \ 7
X
1.3 Symétrie 3 =101 3

On a pour tout nombre réel x : (-x) % = x>.

1.4 Convexité

Soit @ et b deux nombres réels tels que a<b et x tel que
a<x<hbh.
Le point P d'abscisse x du segment AB a pour ordonnée :
2
2 b~

a +——-_—a—:(_r—n)= a? +(a+b)x—a)
b—a

La différence 2 —((12 +(n+b)(x—a)) se factorise en

(x—a).x—Db). Elle est donc négative, ce qui prouve que P est
au dessus du point M dabscisse x de la parabole.

! Les paraboles sont des courbes définies  partir de propriétés géométriques. On peut démontrer que la courbe
de la fonction carré en est bien une. Les courbes qui s'en déduisent par homothétie sont aussi des paraboles.



2 Propriétés locales de la fonction carré

2.1 Etude au voisinage de 0

Pour mieux visualiser le comportement de la fonction pres
de 0, on peut « zoomer » et représenter, comme ci-contre, la 1
partie de la courbe relative & x variant entre —1 et 1.

-1 0 1
On a le tableau de valeurs :
X 1 0.5 0.1 0.01 0.001 | .......... 0
x 1 0.25 0.01 0.0001 10.000001 | .......... 0

tpar |x|. x?<|x| etonen déduit le résultat.

. 2
JASY =X = x. Comme il apparait sur le graphique ci-dessous, quand x

x x
devient trés petit, la droite passant par I'origine et le point de coordonnées (x, fix)) se rapproche de
’axe Ox. Donc la courbe de f admet la droite Ox pour tangente a l'origine.

D’autre part, on a aussi

fx e M

Nous retiendrons aussi que, car le

fv)

X

rapport tend vers 0 lorsque v tend vers 0.

2.2 Etude pour les grandes valeurs de x

Pour pouvoir représenter de maniére lisible la courbe

représentative de la fonction carré sur un intervalle tel que 160
= 10;10], nous sommes conduits a prendre des unités \ ]
différentes sur les deux axes. \ /
\ /
e /
Moo /
\ /
Si x>1,ona, en multipliant par x, x%> x eton en déduit le \\ //
résultat. @ 4
-10 0 10




Sur le graphique, on peut tracer la droite passant par Iorigine et le /
point de coordonnées (x, f{x)). ]

Quand x devient trés grand, cette droite se rapproche de la droite

0Oy. En effet, non seulement fx) devient trés grand, mais son

2

X)) x . .

f) =>——=x ledevient aussi.
x X

rapporta x,

gligeable deva

2.3 Etude au voisinage de a : nombre dérivé en a de la fonction carré

Etude au voisinage de 1
Quel que soit le nombreréel i : (1+h)’=1+2h+h’

Lorsque /1 tend vers 0, /i % est négligeable devant /. 4 /
On retiendra don (1+h)? /

142 1

L'écriture (1+h) % =1 + 2/ + h * permet de plus d'obtenir le
nombre dérivé en 1.

En effet, pour tout nombre réel 2 non nul, le taux
d’ accroissement de la fonction carré entre 1 et 1+h est : 1

fAH =D

h 3
Quand & tend vers 0, ce taux d’accroissement admet pour \ i
limite 2 ; autrement dit 1a fonction f est dérivable en 1 et

son nombre dérivé est f’(1) = 2 (pente de la tangente). o / 1 1+

Etude au voisinage de a

On a de méme (a+/) > = a’* + 2al + i *, d'ol I’approximation du premier ordre au voisinage de « :
(@+n)?= a* +2ah quand % est voisin de O.

Pour tout nombre réel # non nul, le taux d’accroissement de la fonction carré entre a et a+h est :
fla+n)—f(a) _2ah+h?
h =

=2a+h.



Quand % tend vers 0, ce taux d’accroissement admet une limite qui est 2a ; autrement dit la fonction
f est dérivable en a et son nombre dérivé est f’(a) = 2a.

2.4 Exercices

Conseils pour les tracés de courbes

Dans certains exercices, des courbes sont a tracer.
Les fonctions dont on demande la représentation graphique sont dérivables, le tracé se fait donc de la
fagon la plus harmonieuse possible en épousant la tangente au voisinage du point. La main est placée a
I’intérieur de la courbe et doit anticiper le tracé.
. 1
\\ l‘
\\ l[
\‘ ll
1

1
1

1. Dans le repére ci-contre sont indiqués des points de la \
parabole représentant x> qui ont des abscisses entre —2 et 2 \\
1 )

ainsi que les tangentes en ces points.
A}

Tracer la parabole. .
\\ /

2. La deuxiéme figure représente la fonction carré.

Tracer la droite D d’équation y = 20x.

La droite D coupe-t-elle la parabole en un autre point que
I’ origine (éventuellement situé en dehors du dessin proposé) ?

—
IS e e
et
[N
(S
—

Trouver toutes les droites passant par I'origine et n’ayant que
ce point en commun avec la parabole.

"
(@]
L

5




3. On dispose d’une feuille de papier de format 21x29,7 (c’est-a-dire de largeur 21cm et de longueur
29,7cm) sur laquelle on veut présenter la courbe représentant la fonction carré pour x variant entre
—10 et 10 en prenant 1cm pour unité sur I’ axe des abscisses.

Quelle orientation de la feuille conseilleriez-vous ?

Quelle est la position des axes la plus adaptée ?

Quelle unité vous parait préférable pour I’axe des ordonnées ?

3 Les fonctions ax? pour a #0

3.1 De Ia fonction carré aux fonctions ax >

Pour a#0, les propriétés et le tracé de la

courbe de la fonction définie sur R par courbe de la
f(x) = ax? s’obtiennent a partir des propriétés " fonction x>
et du tracé de la courbe de la fonction carré. X M

On a représenté ci-contre la construction de la
courbe de la fonction définie par :

f(.l'): %xz

a partir de celle de la fonction carré.

S~ courbe de la
a

A M’ fonction T

[ve}

Si a > 0, elle est croissante sur [0, + oo , décroissante sur ]—eco, 0] et a pour \ /
minimum 0 en 0. Comme la fonction carré, cette fonction est convexe.

Si a < 0, elle est décroissante sur [0, + oo [, croissante sur ]—oo, O] et a pour

maximum Q en 0. La fonction est concave. / \




La courbe de la fonction ax? est homothétique a celle de la fonction carré. C'est donc également une

parabole, de sommet O (voir note en bas de page 2).

Soit T la cowrbe représentative de la fonction définie sur R par

fix) = ax’.
Un point M(oL, B) est situé sur " si et seulement si B= ao . ou
encore af= ((1(1)24 Autrement dit wn point M(o.f) est situé sur I’
si et seulement si le point Paot, of) est situé sur la courbe
d’équation y = x°. L’homothétie de centre O et de rapport « envoie
la courbe T sur la parabole de la fonction carré.
Ainsi la courbe T est Pimage par I’homothétie de centre O et de
rapport (1/a) de la parabole représentant la fonction carré. 0 o  ao
3.2 Exercices
P . \ 1 !
1. Chacune des paraboles tracées ci-contre est la \ . { 5
représentation graphique d’une fonction fix) = ax g \ N ! ¢
2 ~ . P \ b
celle tracée en gras correspond a la fonction carré. \ !
l\ "
Déterminer, dans chaque cas, le coefficient a \ !
correspondant. 2 ‘
\‘ ”
\\ 4 4
1 k4 -~
-, ‘\ '1
., AN J -
o, \} o
l) \\ -
<1 sl v 1
R
! Y
! 4
4 4
! \
! i
-3 ]
1}

2. Tracer la courbe représentant :
la fonction définie par fix) = 3 x?,
la fonction définie par g(x) = - x?,
la fonction définie par h(x) = - 2 x2.

3. Tracer la courbe représentant la fonction carré sur Uintervalle [-2, 2]
a) dans un repére orthonormé d’unité lcm

b) dans un repére orthogonal avec pour unité lcm sur I’axe des x et 0,5cm sur I'axe des y.

h-y 2 b M re ~ . N~ 1
Dans un repére orthonormé d’unité lcm, tracer la courbe représentant la fonction f(x)= Ex

Comparer cette courbe a celle obtenue au b).

2



4. Déterminer le choix des unités pour pouvoir :

a) tracer dans le systéme d'axes ci-contre la courbe
représentant la fonction f(x) = 0,001x? lorsque x varie
entre O et 5.

0
b) tracer dans le systeme d'axes ci-contre la courbe
représentant la fonction flx) = 0,001x % lorsque x varie
entre O et 1000.

0

5. Déterminer le coefficient a sachant que la courbe représentant la fonction flx) = ax’ passe par le
point de coordonnées (2, 7).

4 De la fonction carré aux fonctions trinémes
4.1 Définition

Une fonction trindme du second degré est une fonction numérique pouvant ére définie par une
expression du type ax® +bx +c od a b, c¢ sontdes nombres réels avec a # 0.

Par exemple, sont des fonctions trindmes les fonctions définies pour tout x par :
gx) =2 x2+1,

h(x) = (x - 1)(x - 2) car elle peut s’ écrire aussi h(x) = x2-3x+2
k(x) = 2(x - 1) + 3(x - 1) + 1 pour laquelle on a également k(x) =2 xr-x
La dérivée de f définie par f(x) = ax® + bx + ¢ est f’(x) = 2ax + b. Ceci peut permettre d’étudier de

maniére classique les variations d’une telle fonction, cependant nous allons voir comment déduire de
la connaissance de la fonction carré toutes les propriétés d’une fonction trinéme.

4.2 Propriétés globales

Nous expliquons ici pourquoi la courbe représentative d’une fonction trinome quelconque est de forme
semblable a celle de la fonction carré.



Réduction sous forme canonique
Soit par exemple la fonction f définie par flx)= 2 x? + 3x + 1. L’idée est de faire disparaitre le terme

"en x ". Successivement, on a pour tout nombre réel x :

1
] apres mise en facteur du coefficient de x>
2 3
+ 5 x le début du

9 1
car on reconnait dans le terme x

2
3
développement de | .x+— =x? .
4 216

2
m=2|[x+2) - L] ¢
.r(.\>-2[,\+4) AR

Cette expression fait apparaitre la différence de deux termes dont un seul varie avec x.

De maniére générale, on veut obtenir une expression du type :

En reprenant la démarche utilisée sur l'exemple précédent, on obtient :

Dans cette forme, dite canonique, de f{x) , est mise en évidence une différence de deux expressions

2
b . .
, varie en fonction de x.
zd

dont seule, [\ + >

2
“ Aprés ua tel caleul, on effectue un contrdle numérique du type f(1)=2. 12+3.1+1= 2((1 + %) 116 ]



Comment placer la courbe ?

<1 s . )
Revenons a I’exemple traité ci-dessus : f(x)= 2x"+3x+l =2 (\ +

3y 1
@) tire: f(x)=2{x+=| —=.
n en tire : f{x)= (\ 4) 3

On considere d'abord la fonction 2(4\' + Z) : sa courbe se
__)

déduit de celle de 2 x? par la translation de vecteur —— i

On obtient ensuite la courbe de 2 (\ + Z) —— par
_)

translation de vecteur — g J

Finalement, la courbe de f(x)= 2(x+—;‘—} _§ se déduit

de celle de 2 x? par translation de vecteur 0S ou S a powr

. 3 1
coordonnées | ——,—— |.
4 8

3
4
\
Ay
\
\
\
\
\
\\
\ 1
\\ ,l
\ )
\ )
\\ /'
\\ 3 ’I
. ——
N, 4 /I 0 N
YT 4
1
LS‘ \

Plus généralement, considérons la fonction f définie pour tout.v par flx) = ax? +bx+c (ona#0,b

et ¢ sont des réels donnés).

Sa forme canonique f(x)=a (\ + —2-—-
a

2
flx)y= a(.r + E) -

4a*

On en déduit :

b )2 _ b? — 4ac

permet d'écrire

b2 — 4ac

4a

_ b2 —'4(1(' . S
4a S

0 b

2a

10



Remarque .

La courbe de f a pour équation dans le repere d'origine O :

b 2 b2 —4dac
y=a| X +— | ————
. 2a 4a

2 2
- b* —4ac D
On peut I'écrire : v+ L (t(.\' + —)

4a 2a
i
- 4 .
Enposant: X = .\'+?b— et Y=y +_lz__¢£c_, on obtient :
a a

Y=aX ?: cest une équation de la méme courbe dans le
nouveau repére d'origine S, les axes étant gradués avec les

mémes unités.

Nature de la courbe

v

0

Nous avions déja remarqué que la courbe représentative de la fonction définie par fix) = ax 2 se
déduit de celle de la fonction carré a 1’aide d’'une homothétie. La courbe associée a une fonction
trindme s’ obtient donc a partir de celle de la fonction carré par une homothétie suivie d'une translation.

Clest donc aussi une parabole.

Connaissant I'allure de la courbe représentative d’une fonction trindme, peu d’informations seront

nécessaires pour réaliser un assez bon tracé de la courbe.

4.3 Exercices

1. Soit C la courbe représentant fx) = (x+2)° - 3. Indiquer la translation permettant d'obtenir cette
courbe a partir de celle de la fonction x?. Tracer alors rapidement la courbe C.

2. De méme, déterminer le sommet et tracer

rapidement dans le repére ci-contre les courbes

représentant les applications suivantes :

foy=-x

g =4x%;

h(x) = (x+3)°;
k(x) = - (x4+3)?;

Ix) = (x+3) -4=x>+6x +5;
mix)=x2+4x+5.

3. Déterminer la forme canonique des fonctions

trindmes définies par :

fi)=x2+2x-1;

L) =x"-2x-1;

() =4x"-4x-1;
f4(x)=-2x2+x'3;

Déterminer les sommets et tracer les courbes représentatives des fonctions fi, fa, f3. f4-
Puis discuter suivant les valeurs de x le signe de : f;(x), f(x), f3(x), f4(x).

11



Exercice corrigé

Placer (sans passer par la forme canonique) la courbe représentative de la fonction :
g =(x-2)x+ 1)+ 1.

La fonction g est une fonction trinéme, sa
courbe représentative est donc une
parabole. i i

On voit facilement que lorsque x tend vers T T
Pinfini, f{x) tend vers +eo , ce qui permet 1 1
de savoir que son somumet correspond a4 wn
minimum. } ; > :

0
NN -1\ / 2
Plutst que de déterminer d’abord son T K

minimum, notons qu’en —1 et 2 la fonction
prend la valeur 1.

v

o

L’axe de symétrie de la courbe représentant g admet donc pour équation x = 0.5.

Le sommet est donc le point de coordonnées (0,5, g(0,5)).

4. Dans chacun des cas suivants, on suppose connues des informations sur Ia courbe représentative I'
Q’une fonction trindme du second degré f. Donner a chagque fois I'allure de la parabole, les
coordonnées de son sommet, ainsi qu’une expression possible pour f(x).

a) I" coupe I’axe des abscisses aux points (-1,0), (1,0) et son sommet a pour ordonnée —2.

b) I coupe I’axe des abscisses aux points (-3,0) , (1,0) et son sommet a pour ordonnée 3.

¢) T coupe la droite d’équation y = 5 aux points d’abscisse respectives 2, 5 et son sommet a
pour ordonnée —2.

d) " coupe la droite d’équation y =5 aux points d’abscisse respectives 2, 5 et son sommet a
pour ordonnée 6.

5. Déterminer les fonctions trindmes dont les courbes admettent le point de coordonnées (1, 2) pour
sommet. Déterminer celle qui, de plus, passe par le point de coordonnées (2, 3).

6. Déterminer les fonctions trindmes dont les courbes admettent la droite d’équation x =1 pour axe
de symétrie et qui passent par le point de coordonnées (2, 3).

12



4.4 Etude locale

Au voisinage de 0.
Etude du comportement de la fonction f(.x)= 2x° +3x+1 au voisinage de 0.

Lorsque x est proche de 0, le terme prépondérant de fiv) est 1 : vient
ensuite 3v et enfin 2 x* ; en effet, au voisinage de 0, 3x est
négligeable devant 1 (le rapport tend vers 0) et 2 r? est négligeable
devant 3x (méme raison).

11 est donc préférable, lors de T'étude locale en 0, d'écrire fx) sous la
forme f(v)=1+3y+2x2 de fagon que les termes soient rangés par
ordre décroissant de prépondérance.

On vérifie que fl0)=1 et que f'(0)=3 (limite de ﬁf—)_—l quand
v

x tend vers 0) ; le comportement de f{x) au voisinage de O est donc
proche de celui de 1+3 x : géométriquement la courbe (' de f admet
au point d'abscisse 0 la droite d'équation y=1+3 x comme tangente.
Le signe du terme négligé, 2 x? , donnant alors la position de C par \ /
rapport & cette tangente. —AF

Remarque : I'écriture f(x)= 222 +3x+1 , quant i elle, est adaptée 3 une
étude au voisinage de l'infini (grandes valeurs de x) car les termes y sont rangés par ordre décroissant de
prépondérance lorsque x tend vers l'infini.

Au voisinage de a

Pour étudier de maniére analogue le comportement local d’un trinéme au voisinage de «a , nous
transformerons 1’ écriture de ce trindme pour qu’il apparaisse comme un trindme en (x - a) car (x - a)

est voisin de O lorsque x est voisinde a .

Exemple
Etude de la fonction définie par f{x) =2 x? - x + 1 au voisinage de 1.

Posons x =1 + A, alors f{1+h) =2(h+1)2-(h+ D+1=2+3h + 2K

Donc, nous obtenons 1’égalité fix)=2+ 3(x-1)+2(x-1) 2 | écriture ol les termes sont rangés par
ordre décroissant de prépondérance lorsque x est au voisinage de 1.

Ce qui nous donne une approximation du premier ordre au voisinage de 1 : fly) = 2 +3(x-1).
Comme dans le cas précédent, Pexpression fix) =2 +3(x-1)+2(x- 1) 2 permet de voir rapidement
que la droite d’équation y = 2 + 3(x - 1) est la tangente a la parabole au point d'abscisse 1 et d’affirmer
que la courbe est au-dessus de cette tangente puisque le terme 2(x - 1) 2 est toujours positif.
Exercices :
1. On cherche une fonction trindme dont la courbe admet la droite d'équation y = 1 + 3x comme
tangente au point d'abscisse 0, et passe par le point A(2 ; 2).
a) Essayer de tracer une parabole vérifiant ces contraintes.

b) Montrer qu'il existe une fonction trindme et une seule vérifant ces conditions.

2. Mémes questions avec la droite d'équation y=-x+ 1 etle point B2 ; 3).

13



4.5 Racines et signe de ax’ +bx +¢

Comme précédemment, f est définie pour tout v par fix) = ax” + by +c¢ (ol a #0, b et ¢ sont
des nombres réels donnés). Pour I’étude du signe de flx), sa mise sous forme canonique est encore une
fois tres utile.

2 .2
Pour tout x réel, on a donc f(x)=a (\ +i) —-"—"‘b ;tac
da

Suivaant le signe n* e somme ou différence de deux carrés.

4ac

Si A >0, on peut encore modifier la forme canonique de f(x) pour obtenir une forme factorisée :

2
f)=a ~\'+-b—- _A =a x+b_—‘/Z .x‘+b+‘/Z .
2a 2a

4a? 2a

. . —-b—~A -b++vA
Dans ce cas, f s’annule donc en deux nombres réels v =————— et vy = Ty
- a

elées les
oa appelees

Deplus f(x) est dusignede a sur Foo. x[ etsur Ty, +oo, et dusigne de —a sur }\'1, .\"2[ (en
supposant x; < X,).

2
Si A=0, f(x)=a|x +l—] : f aune racine dite double — b
2a 2a

2

. b A . .

Si A<O, (,\‘ + —2———) - est strictement positif pour tout x : f{x) ne s'annule pas et est du
a 4a

signe de a.
Remarques .

e Lesigne de f(x) pour |x|trés grand est donné par le signe de a.

e Ayant fait une étude exhaustive de cas, on en déduit que si f a deux racines, alors A est
strictement positif, si f a une racine, alors A est nul et f n'a pas de racine, alors A est
strictement négatit.

14



A<O

\ ;
.| ) \[TT
signe de signe "
a+bx+c dea 2
Exemples :
xl—)(.\'—3)2+2 -2 ] 3 >
v —L(re2)? o1 .
3 -
X | X3 =Xz _ 2 j
signe de signe signe
ax*+bx+c dea (P dea \ /
Exemples : 4
iples . W -
v —(v-2) .
X 1 (v+ l)2
2
A > O x | Xy
signe de signe q) signe signe
a+bx+c| dea de-a dea
/ [ ! \ ! Lo
{ ! | i
Exemples : ‘ p \\ : \\ : ; //
1 ! 1
x——=(—-2fx-6 \ - y .
y (= 2=6) A2 66 1 2 LAl o
$ H i £
X (x - 1)(,\' +2) i E E
! E i
2'71 ;72 X1 X2 R
_ 0 9 - + 0 - 0+
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4.6 Somme et produit des racines

Considérons une fonction trindme admettant deux racines réelles, c’est-a-dire définie pour tout x, par
f)= ax*+bx+c on a#0, b et ¢ sont des réels donnés tels que le discriminant de f soit
strictement positif.

Notons x;, x; les deux racines de f. D’aprés ce qui précede, ona :

flv)= a(.\' - )(\ — Xy )= a(\'2 - (""1 + X5 ).\' + X1 )
Cette écriture donne f(0)=a xjx, ;oravec flx) = ax’+bx+c, ona f0)=c.

On en déduit :

Avec f(x)= (1(\'2 — () + 00 v+ ) onobtient f'(x)=a(2x— (v +x, ), d'ot
f'(0)=—a (xl +xz) soravec fix)= ax’+bx+c, ona f(x)=2ax+b ,dou f0)=b.

On en déduit :

Ces deux formules peuvent en particulier étre utilisées comme moyen de vérification aprés une
détermination des racines par les formules données ci-dessus. Elles permettent également de résoudre
rapidement une équation du second degré dont on connait une racine.

4.7 Exercices

1. Dans chaque cas suivant, trouver une racine évidente puis donner I autre

i) 2x7-3x+1=0
ii) ~10x2-27x-17=0
15 » .
iii) . 31lx+24=0 (une racine est-1,5).
2. Résoudre les systémes suivants : x y 6 s 2
Xy =62 W=g
3. Soit Iéquation x*> —x —1 =0.
i) Justifier que cette équation admet deux racines x; et x;. (on ne demande pas de
les expliciter)
ii) Donner la valeur de xyx, puis de x; +xy
P I T 1 1
iii) En déduire les valeurs de x{ +x5 etde —+— .
X1 X2
iv) Déterminer des entiers « et b tels que \f =axy; +b etdes entiers a' et b’ tels
que x{t =a'x; +b'
L33, 44
v) Calculer x|+ x5+ + X

16
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Fonction racine carrée

Nous étudions ici la fonction racine carrée. Une de ses particularités par rapport auz fonctions déja
présentées est qu’elle n'est définie que sur les réels positifs ou nuls. Par ailleurs, elle est un exemple
de fonction définie comme fonction réciproque d’une fonction déja connue. Les objectifs de ce chapitre
sont principalement de voir que sa courbe est une demi-parabole, de placer cette courbe par rapport auz
courbes d’autres fonctions usuelles, d’étudier son comportement en 0, en a >0 et en +oo et de se
familiariser ainsi avec des études locales.
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1 Définition de la fonction racine carrée

1.1 Introduction

L'équation X2 = 9 a deux solutions réelles :
X = 3 ou X = —3 ; une seule, 3 , est po-
sitive. Plus généralement, si @ est un nombre
réel positif ou nul, il existe un unique nombre
réel positif ou nul dont le carré est égal & a ; on

note ce nombre +/a ou a(%) .

On peut visualiser cette situation sur la demi-
parabole (P’) représentant la fonction qui associe
a tout réel positif ou nul son carré :

1.2 Définition de la fonction racine carrée

On notera (C) sa courbe (voir ci-contre).

©

0

1 2 3

Doncsi z et y sont deux nombres réels positifsounulsona: y= Ty’ =1.

Par exemple v16 =4 ; +/(—4)2=4 et pour tout nombre réel, a ,on a:

a si a>0
Va2=<{ 0 si a=0 . C’est-a-dire :
—a si a<0

1.3 Exercices

1. Déterminer ensemble des nombres réels z pour lesquels chacune des cxpros-

sions suivantes existe :

a. 2z2+1 ; b, /1-3z.

2. Résoudre les équations

a (VEP=va® ; b (VIZz)'=

(z—1)2%.



2 Propriétés globales de la fonction racine carrée

2.1 Courbe

Soit (C) larcprésentation graphique de la fonction racine carrée dans un repére orthonormé (0, 7}, 7}) .
On a vu que /7 existe si et seulement si  est positif ou nul et que c’est alors un réel positif ou nul.
La courbe (C) est donc dans le premier quadrant.
Pour que le point M de coordonnées positives (z,y) A ®)
soit sur (C) il faut et il suffit que y = z
Clest-a-dire quc = = y? , c'est-a-dire que le point M
M'(y,z) soit sur la demi-parabole (P') d’équation
(Y =X%et X >0) .Or M et M' sont symétriques > ©
par rapport & la premiére bissectrice, (D) , du repére.
(C) est la symétrique par rap |

D)

.l

Ainsi,

Rem. On peut noter que (P’) est la représentation graphique
. . , . Bt 5 =
de la fonction racine carrée dans le repére (O, 7,7 ) . i

v

Le dessin ci-dessus, qu'il est bon d’avoir présent & Uesprit, fait apparaitre la position relative, sur Rt ,
des courbes (D), (P') et (C) des fonctions respectives ©+— z , z+— 2% et z+— /T :

pour tout z de ]0,1[, 22 <z < T et |pour tout z>1, /z <z <uz?

2.2 Exercices

1. Comment peut-on déduire de la courbe de la fonction racine carrée les courbes
des fonctions suivantes :
a. xz+——VT—2 ; b, z+—Vr -2 ;c zTr—/-T ;
d z+—/[z[+2 ; e zr—|z-2| 7
Réponse du a. La courbe demandée est ’image de celle de la fonction racine
carrée par la translation de vecteur —2 j
2. Si a et b sont deux nombres réels, on note max(a,b) le plus grand des deux

nombres a ou b s'ils sont distincts et leur valeur commune s’ils sont égaux.
Tracer sur le méme dessin la représentation graphique des fonctions z — z?

etz —2—2 .

En déduire celle de z — max(z?,v/2 — 1) .

2.3 Sens de variation

vissante sur RT .

La fonction racine carrée est strictement

Démonstration 1 :
Ona,pour 0 <a<b, vb—+a=

Vva<vb .

Rem. Cette technique de calcul est appelée "multiplication par la quantité conjuguée" : ici

la quantité conjuguée de Vb — /@ est VB ++/a etona (Vb—+a)(Vb++a)=b—-a .

Vb-Va)(vVb+ya) _ b-a
Vb++/a ~ Vb+a

> 0 ; donc



Démonstration 2 :

Soit @ et b deux nombres réels tels que 0 < a < b . . Si on avait vb < /a , la fonction
carré étant croissante sur RT on aurait b < a ce qui est en contradiction avec a < b ;
d’ou le résultat.

2.4 La fonction racine carrée est concave

Soit 2 un nombre réel tel que a < T < b,

M et P les points d’abscisse z de, respectivement,

la courbe C ct le scgment AB . L'ordonnée, y, de P 8
vérifie {
|

)

y—ve = vb-va ;  d’ou ]
T—a b—a !
T—a |

=a+ —--. Donc '
y=+a W | 5
\/Ewy — ﬁ_\/&_(ﬁ_\/a)(ﬁ‘l'\/a) E i
vb+ e : : | :

(vVz - Va)(vb— V) ’ : : !

Vb+a 5 ? i

Or cette quantité est positive, puisque a <z <b. 4 7 b

On en déduit que M et au dessus de P et le
résultat annoncé.

On peut aussi "voir" ce résultat comme conséquence du fait que la fonction z? est
convexe sur RT et que la courbe C de la fonction racine est symétrique par rapport
a la premiére bissectrice de la courbe (P’) de la restriction & R de la fonction z2
(voir le paragraphe 2.1), cette symétrie inversant la position relative des arcs et des
cordes.

3 Propriétés locales de la fonction racine carrée

3.1 EtudeenO

Pour z > 0 , le coefficient directeur de la droite joignant les points d’abscisse 0 et z de la courbe
— /0 1 1
(C) est: —M = — . Or, lalimite quand z tend vers 0 de —= est +oo ;
z —

0 Vz VT

1
par exemple, pour avoir —= > 1000 , il suffit de prendre 0 <z < 108 ;

Nz

. .1 :
plus généralement, si A est un nombre réel positif quelconque, pour avoir —= > A , il

VT

1
suffit de prendre 0 < z < o -



Quand le point M de coordonnées (z,y)
tend vers Dorigine en restant sur (C) , la
droite (O, M) "pivote" autour de O et
tend & se confondre avec ’axe Oy .

1
3.2 Etude au voisinage de a > 0 : nombre dérivé en a de la fonction racine
carrée

Etude du cas a=1

Pour étudier le comportement de la fonction racine carrée au voisinage de 1, étudions au voisinage de
h =0 la différence fA+h) —f(1)=+v1+h—1;

h
on a Vid+dh—-1= —mmee———
1\/l-i-h-l-ll

1
or, puisque  lim ———=—— = = , on peut écrire ———— =
pubde ViRt 2 0P VIth+1

quantité (qu’il est inutile d’expliciter) qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0. Ainsi on obtient :

\/_1+h_=1+%h+he(h) (*)

(on a multiplié par la quantité conjuguée);

1
—2—+8(h) ou £(h) est une

he(h)

ou he(h) est négligeable devant h quand h est voisin de 0 (car }lbirrb = 0 ). On retiendra
_}

h

I’approximation du premier ordre :

L’écriture (x) permet, de plus, d’obtenir le nombre
dérivé en 1 de la fonction racine carrée; en effet, le

taux d’accroissement de cette fonction entre 1 et A
14+ h vaut:
f(L+h)—f(1) 1( 1 VIxh Y
—— = — (V1 h—l):— h) . B
h RAVET g Tet) ) A /?
11 tend donc vers 3 lorsque h tend vers 0. On en VT
déduit que la fonlction racine carrée est dérivable en (r
1 avec f'(1) = 5" (C)
Graphiquement, cela signific que sa courbe repré-
sentative, (C) , admet au point A(1,1) une tan- 1 T+h
. . 1
gente, (T) , de coeflicient directeur 5" Noter que la partic entre la tangente et la
courbe, en gras sur le dessin, correspond a
Remargue : L’équation de (T) est he(h)

1 1
y—1= —2-(:c —1) c’est-a-dire y= §(m+ 1).



FBtude du cas général a >0

h
On procéde comme ci-dessus :ona: va+h—

6= —
va \/a+h1+\/5 .
1 1
1i = on peut écrire =
W Vaxhtva 2va P Jath+va 2va

une quantité (qu'il est inutile d’expliciter) qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0. Ainsi on obtient :

puisque +e(h) ou g(h) est

1
Va+h=+a+=—=h+he(h) |,ou he(h) estnégligeable devant h quand h est voisin de 0

2Va
he(h) . , . 1 )
T = 0 ); ceci montre que le taux d’accroissement, n (\/a +h— \/E) , de la fonction

1
racine carrée entre a et a +h est égal & —— 4+ €(h) ; il tend donc vers —= lorsque h tend

2va 2J/a

Donc le nombre dérivé en a de la fonction racine carrée, f , est f'(a) = z— .

(car lim
h—0

vers 0.

On retiendra quc

Remarque : La formule, ng®~! | donnant, pour n € N , la dérivée de z™ , s’applique donc aussi au cas n =

=3 W

en effet la dérivée de 2% = /T est La: qui est bien égale & %a;(%"l) .

2z

3.3 Exercices

1. Déterminer des valeurs approchées de :

a. L0 ;b EO0BZ ;c. /100,02

Comparer avec le résultat donné par une calculatrice.

Solution du b.
On a +/Z,0064 = /4(1 + 0, 0016) ~ 2(1 + 0,0008) = 2,0016 .
La calculatrice donne /%, 0064 = 2,001599995 .

2. De quel pourcentage (environ) doit-on augmenter le rayon d’un cercle pour que
son aire augmente de 4% 7

3. Soit b un nombre réel strictement positif fixé et M le point d’abscisse b
de la courbe (C) de la fonction racine carrée. Déterminer en fonction de b
les coordonnées d'un point M' de (C) ou la tangente & (C) est paralléle &
la. droite (O, M) . Montrer que le rapport des abscisses de M et de M’ est
indépendant de b . Faire des illustrations graphiques.



Solution : La tangente & (C) en son

point d’abscisse & > 0 a pour coeffi-
ient directe —-———1 our qu’elle soit M/
> 10k .
cient dir r g 7= ; pour qu 8
paralléle & a la droite (O, M) il faut

. 1 vb M/
et il suffit que m =5 > c’est- !

1 j

a-dire que z = Zb . On en déduit les !
résultats demandés, le rapport constant 5 o ;

étant !
7

4. Soit A le point d’abscisse 1 et M le point d’abscisse z ( z est un nombre réel
positif distinct de 1) de la courbe (C) de la fonction racine carrée. Déterminer,
en fonction de z , l’abscisse ' du point M’ de (C) ou la tangente &
(C) est paralléle a la droite (A, M) (on vérifiera le résultat avec z =,0 et

' -1

z—1

(on simplifiera par /Z — 1) et interpréter géométriquement le résultat.

Vexercice précédent ) . Déterminer la limite, quand z tend vers 1, de

3.4 Etudeen +oo

(Par exemple, pour avoir 4/z > 100 il suffit de prendre z > 10* . Plus généralement, si grand quc
soit le nombre A , pour avoir /> A , il suffit de prendre = > A?).

Toutefois la limite, quand z tend vers oo,

Vz

1
de — = — t nulle ¢ i signific quc, M
- 7 est nulle ce qui sig q
lorsque le point M (z,+/x) s'éloigne infiniment

sur (C) c'est-a-dire quand z tend vers +oo ,
la droite (O, M) tend & se confondre avec ’axe
Oz (alors que, pourtant, ordonnée, +/z , de
; dans cette situation, on
rabolique dans la direction

o

3.5 Calcul de +/a avec une précision imposée en n’utilisant que les opérations
élémentaires

Il existe de nombreuses méthodes pour cela; nous proposons I’algorithme de Héron d’Alexandrie qui
revient 4 appliquer la méthode de Newton .



Principe

Soit C la courbe de la fonction, définie sur
R*t, qui & z associe 2? —a . Elle coupc l'axe
Oz au point (y/a,0) . Soit ug un nombre
réel supérieur & +/a . On construit une suite
Uy , Uy , ' Uy - de la facon suivante : la
tangente & C au point My (u, , u2 —a) coupe
Oz au point d’abscisse up4+1 . En exprimant
de deux facons le coefficient directeur de cette
) u2 —a

tangente, on obtient Qg = —L——
Up — Un+1

1 a
d’ob =—|u, +— ) -
ou Un4+1 5 (u .+ " ) / e Uy

n

La suite (u,) converge trés rapidement vers y/a (voir ci-dessous).

Ezemple
Calculer /7 a 1075 prés.

. 1
Soit (u,) la suite définie par ug =3 et, pour tout n € N Untl = 3 (un =+ 5—-) .
n
1 7 1
On a un+1——\/7=--<un+—)*ﬁz—(un—ﬁ)zzo (1) ;
2 Un Uy
Donc, puisqu’on a aussi ug = 3 > v/7 , on a, pour tout entier naturel 7, VT <y .
1 1
On a aussi Ung1 — U = —(7T —12) = — (VT + ) (VT — up) <0 ;
22Uy, 2u, )
donc pour tout n, V7 <tpyr < up < U et - <1l ;
£13

2
on en déduit, avec (1) que pour tout n %(unﬂ -V < (%(un - \/7)) ;

2
1 1
puis, par une récurrence facile, que —2-(un -V < (-2-(uo — \/7)) ; donc, on a :

_on+l
0S7'f1z_\/7.<_21 2

Or, pour n =4, 21-2° < 107 ; donc V7 < ug < V7+1077 . On obtient

7 0 1 2 3 4
" 3 8 127 32257 2081028097
™ 3 48 12192 786554688

un & | 3,0000000 2,6666667 2,6458333 2.6457513  2.6457513

Ainsi,ona 2,645751 < +/7 < 2.645752 .



4 Tracé des courbes des premiéres fonctions puissances

5 Exercices complémentaires

3. Déterminer la limite quand z tend vers 0 de

1. Représenter la courbe de

zr— =z ;b z—/|z] ;e zr——z+1]

2. A I’aide de la courbe du c. de ’exercice précédent, déterminer graphiquement
les solutions de 1’équation +/|z + 1| =2 . Retrouver ce résultat par le calcul.
Quel est ensemble des solutions de /|z +1} <2 7

2 — 4 —a?
z2 )

Solution : Notons f(z) la quantit¢ étudiée. Lorsque z tend vers 0 le numérateur
et le dénominateur de f(z) tendent tous deux vers O : on ne peut donc rien dire
a priori. En multipliant numérateur et dénominateur par la quantité conjuguée du
numeérateur, on obtient, pour tout z non nul de [—2,2],

@) = 4—(4-3%) 1
N @+Vi—a)a? 24+VA—a?2

, g’obtient sans difficulté sous cette forme.

=

La limite demandée, ¢galc &



4. Déterminer la limite quand z tend vers 0 de
3—Vr+9 b o VT
x Tz 4z

1
5. Comparer pour z positif trés proche de 0 les nombres Z\/E ,100z et 22 .

6. Soit (uy,) la suite déterminée par

1 15
ug =4 et, pour tout n>0 , un+1=§ un+7 .

Montrer que pour tout entier n >0 0<u, —v156< 6_2n .
Est-il vrai que w4 soit une valeur approchée de 15 a 107! pres?
Est-il vrai que w11 soit une valeur approchée de +I5 & 107990 pres?

10
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Fonction cube

Nous étudions ici la fonction cube qui associe & tout nombre réel, x, son cube z. Une de ses particu-
larités par rapport & d’autres fonctions usuelles est la présence d’un point d’inflexion sur sa courbe.
Les objectifs de ce chapitre sont, principalement, de placer cette courbe par rapport aur courbes d’autres
fonctions usuelles, d’étudier le comportement de la fonction cube en 0, en +oo eten a (a€R), de
se familiariser ainsi avec des études locales et d’apprendre a placer rapidement les courbes des fonctions
polynémes de degré 3.
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1 Définition et propriétés globales de la fonction cube

1.1 Définition

=1 9] L

On notera C' sa représentation gra-

phique (voir ci-contre).

1.2 Symétrie

La fonction cube est impaire, L'origine du repere est donc centre de symétrie de C' .

3

®! En effet, pour tout nombre réel z,ona: (—z)3=-2*.8

1.3 Variation

La fonction cube est strictement croissante sur R .

B En effet, soit a et b deux nombres réels tels que a < b,
si a<0<b ,alors a® <0<b®;

si (a<b<0 ou 0<a<b) ,alors a?+ab+b2>0;
or b —d®=(b-a)a®+ab+b?); donc b —a®>0.
Ainsi, dans tous les cas, si a <b alors a® <b3.m

Remarque : deux nombres réels sont donc toujours dans le méme ordre
que leurs cubes. Notons qu’il n’en est pas de méme pour les carrés : on a
—3<2 et (—3)2>22.

'Les démonstrations, dans ce document, seront encadrées par des symboles & .



3

1.4 Comparaison de z , z,

0.6 %
x
m Par exemple, Pinégalité =% < 22 o
résulte de .
22 —23=22(1-2)>0.m ) ©

® Par exemple, inégalité 22 < z3
résulte de
B —2?2=2%(z~1)>0.8

1.5 La fonction cube est concave sur R~ et convexe sur R*

@ Soit trois nombres réels a« , b, z tels que
0<a<z<b.Lordonnée du point, P, d’abs-
cisse ¢ du segment joignant A(a,a3) et B(b,b?)
est 3

a3+ 7 ‘Z (z—a) = a®+(b? +-ab+a*)(z—a) ;

la quantite 2% —(a3+ (b2 +ab+a?)(z—a))

se factorise en (x—a)(z—b)(z+a-+d) ;
elle est donc négative d’apreés les hypothéses sur
a, b, z.0nen déduit que P est au dessus du
point, M, de C d’abscisse z :la fonction cube
est convexe sur RT .

On procéde de méme sur R~ ou on fait appel &
la symétrie par rapport & O. @



2 Propriétés locales de la fonction cube

2.1 EtudeenO

® Par exemple, =% est négligeable devant z , lorsque z tend vers O car le
3

X
rapport —= z% tend vers 0 quand z tend vers 0. m

® Le taux de %ariation de la fonction cube entre

z
Oet = est — = z? . Cette quantité tend vers

x
0 lorsque z tend vers 0; donc la tangente en
’origine & la courbe C de la fonction cube est

P’axe des abscisses.

On a vu qu’en 0 la courbe C cha.nge de concav1té
Un tel point est appelé un po 1 /
courbe C est de part et d’autre de sa tangente en

ce point (d’aprés le signe de z® oula symétrie). m

2.2 Etude pour les grandes valeurs de z

® Par exemple, = est négligeable devant 2° , lorsque z tend vers 4oo car

x
le rapport — = = tend vers 0 quand z tend vers +oo . B
x

m Pour 1<z ,ona 1<z<2?;donca® tend vers +oo lorsque z
tend vers +oo ;

x
le rapport - = z? tend vers +oo quand z tend vers +oo . Donc la

droite joignant O aum point M (z,z3) tend & se confondre avec Oy, lorsque
I’abscisse de M tend vers +oo (alors que, pourtant, l’absmsse,:z: de M tend
vers +oo ); dans cette situation, on parle de branche jbohque dans la
direction de Oy . ® k




2.3 Etude au voisinage de a

FEtude du cas a=1.

Pour tout nombre réel, h, on a
(14+h)®=1+3h+3h?+h3 ; donc
(14+h)2=1+3h+he(h) (%)

avec £(h) =3h+h? et }Eii%s(h) =0 ;ce qui

montre que he(h) est négligeable devant h
quand h tend vers 0.

On retiendra I'approximation du premier ordre :
L’écriture ()

nombre dérivé en 1 de la fonction cube : en effet,

qu t v 0 .

permet, de plus, d’obtenir le

le taux d’accroissement de cette fonction entre 1
et 14+ h vaut:

14+h)—f(1 1
f(_+_}z__]ll = ((1 +.h)3 - 1) =3+¢(h) ;

il tend donc vers 3 lorsque h tend vers 0. On
en déduit que la fonction cube est dérivable en
1 et son nombre dérivé est f'(1) =3 .

Cas général

« nombre dérivé en o de la fonction cube

(1+hy

C
T /
Bien noter que, sur ce dessin, pour des raisons de
lisibilité, nous avons choisi des unités différentes sur
les axes : en particulier la longueur noté 3h le long
de Oy, qui est & rapporter 3 'unité correspondante

est bien le triple de la longueur notée h le long de
I'axe Oz avec son umité.

® Soit a un nombre réel. On procéde comme ci-dessus : on a, pour tout nombre réel h :

(a+h)® =a®+3a*h +he(h)| (%)

avec £(h) = 3ah + h% de limite nulle lorsque h tend vers 0.

On en déduit Papproximation du premier ordre (a+ h)® ~a® +3a?h  quand h est voisin de 0.

Pour tout nombre réel non nul, h, le taux d’accroissement de la fonction cube entre a et a+h est,

d’aprés lécriture (x) , &—_I:—%)—ﬂ = %

((a + h)3 — a3) =30 + e(h) ;

il tend donc vers 3a® lorsque h tend vers 0. On en déduit que la fonction cube est dérivable en a

et que son nombre dérivé est f'(a) =3a* . ®

On retiendra que

3 Exemples d’études de fonctions polynoémes de degré 3

11 s’agit des fonctions du type

x— az® + bz’ +cx+d

(a#£0).



3.1 Centre de symétrie

Etude d’un exemple )
Soit C la courbe de la fonction f définie par f(z) = §w3 + % 4+ 2z — 1 . Montrons que C' admet

un centre de symétrie.
La méthode consiste & effectuer un changement d’origine de fagon que, dans

le nouveau repére, la courbe C soit la courbe d’une fonction impaire.

Onaenposant z=X+a ,

fle) = S(X+a) +(X +a)+2(X +a) -1

= %X3+(1+a)X2+(2+2a+a2)X—|——:13—a3+a2+2a—1

1 7
Avec a = —1 , on obtient f(z)= §X3 +X - e
. 7 1.3
Ainsi, avec z =X —1, y:Y—g,ona yzf(m){=>Y:§X +X.
Cest-a-dire que la courbe Cl de f dans le repére (0,7,7) est aussi
la courbe de g : X — -3—X3 + X dans le repére (9, 7, 7) avec
7

Oft=-7 - §7 . La fonction g étant impaire, le point € est centre de
symétrie de C' .

Cas général

La courbe d’une fonction polynome de degré 3 admet un contre de syméirie.
m Soit f(z) = ax®+bz’+cz+d  (a#0) .Onchoisit o et B pour que,en
posant z=X4+a , y=Y+3,onait y=f(z) =Y =aX?+IX.
Clest toujours possible : il suffit de choisir o de fagon & annuler le coefficient
de X? dans le développement de a(X +a)3+b(X +a)?+c(X+a)+d etde
prendre alors le coefficient constant de ce polyndme en X comme valeur pour
B . Ainsi la courbe C de f dans le repére (O, 7,7) est aussi la courbe de
g @ X — aX3+cX dans le repére (Q,7,7) avec OG=a7 +47 .

La fonction g étant impaire, le point 0 est centre de symétriede C . m



3.2 Allure de la courbe d’une fonction polynéme de degré 3

Ezemples.

1
1. Placer la courbe, C, de la fonction f définie par f(z) = §w3 +z? 4221,

Solution : On a vu (3.1) que C ad-
met Q[ —1, —g) comme centre de
symétrie et que C est la courbe de
g Xr— %X?’ + X dans le repére
Q,7
et g(X)—X estnégligeable devant X
en 0. On en déduit Pallure de C' avec
sa tangente de coefficient directeur 1 en

Q.

’7) ; g est croissante sur RT

2. Placer la courbe, C, de la fonction f définie par

Solution : La valeur de o annulant le
coefficient de X? dans

X el (X a1 e g
Le centre de symétrie de C' est donc

. 4 4 59
le point Q(g,f (3) = 5—7-) . Ona

s

3 3
"g) = ——2? = —
fl(z) = yia + 2z o:( 4m—|—2).

8
Donc f est croissante sur [0, g}
et décroissante sur | — 00,0] et sur

[g, 400 [ . On en déduit Pallure de C'.

Cas général.

Soit C' la courbe d’une fonction polynome de degré 3, du type f(z) = az® +bz* +cx+d (a #0).

La dérivée, f'(z) est un polyndme de degré 2. Soit A son discriminant et o la demi-somme de ses

racines (réelles ou complexes). Le signe de f/(z) est facile & obtenir.

Le centre de symétrie 2 de C est le point de coordonnées (a, f(a)) . C’est immédiat si A > 0, car
YT ?

Q) est le milien du segment joignant les deux points 4 tangentes horizontales ; c’est vrai aussi dans les

autres cas : le montrer en exercice.

=1



On obtient les différentes allures de C suivantes, out dans chaque cas, on a fait apparaitre en pointillé

la courbe de la dérivée :

. a<
& a%0

Si A =0, on obtient des allures semblables aux cas o A < 0, mais la tangente en ) est horizontale.

Ezemple.

1
Déterminer l’allure de la courbe de la fonction f définie par f(z) ==z (w - %) <x - §> .

Solution : Il s’agit d’un polynéme de

degré 3 et puisque f s’annule trois

fois et que lim f(z) =+4oco ,on
x—-00

est dans la situation a >0, A >0

{~
e

décrite ci-dessus. On en déduit di-
rectement (si on n’a pas besoin de

préciser les extrema) l'allure de la

courbe C de f donnée ci-contre .

Remarques : 1. On a choisi des unités différentes sur les axes pour que le graphe fasse
apparaitre les variations. L'utilisation (qui serait ici malvenue) trop hative d’une calculette
graphique risque de conduire & ne pas voir 'essentiel en obtenant une courbe trés proche de
celle de = — 2% . Méme plusieurs "zooms" effectués & partir des valeurs par défaut sont
insuffisants ; il faut imposer un domaine de variation de y assez petit pour faire apparaitre

les variations de f sur [0,5 .

2. On peut montrer (exercice 5, page 9) que I'abscisse du centre de symétrie de
C est la moyenne des trois solutions (car celles-ci sont toutes réelles) de f(z) = 0, donc

1(, 1, 1)_5
3 23] 718"



4 Exercices

1. Déterminer une valeur approchée de (2,006)3 en utilsant 'approximation
donnant (1+h)® pour h voisin de 0. Comparer avec la valeur donnée par

une calculatrice.

2. Etudier le signe et les variations de la fonction f définie par f(z) = xd —a?

On commencera par une étude graphique & partir des courbes des fonctions

carré et cube et on précisera par une étude algébrique.

Solution : Pour tout z, f(z) est I'écart (algébrique) entre les courbes
des fonctions carré et cube au point d’abscisse z . La courbe de la
fonction cube est au dessus de celle de la fonction carré seulement lorsque
z>1 . On en déduit que f(z) est positifsi z>1 , nul pour = nul
ou égal & 1 et négatif dans tous les autres cas. Lorsque = > 1 , on "voit
sur le dessin”(1.4) que f(z) croit avec z ; pour = < 0 ,lorsque =
croit la valeur absolue de f(z) diminue et f(z) < 0 , donc la aussi
f(z) croit avec z ;pour z variant de 0 jusqu’a une certaine valeur, «,
comprise entre 0 et 1, la valeur absolue de f(z) augmenteet f(z) <0
donc f est décroissante sur [0,a] ; sur Iintervalle [a,1] , la valeur
absolue de f(z) diminueet f(z)< 0 donc f est croissante sur [a, 1]
. En résumé f est croissante sur | —oc0,0] , décroissante sur [0,a] et
croissante sur [a, +oo[ . La valeur a correspond & P’abscisse entre 0 et
1 pour laquelle 1’écart entre les courbes des fonctions carré et cube est,
en valeur absolue, maximum. En effectuant 1’étude classique an moyen
de la dérixg‘ee f!(z) = 32z% — 2z , on retrouve facilement ces résultats

avec a =< .
3

3. Représenter la courbe C de la fonction cube avec sa tangente, 1), au point
d’abscisse 1. Déterminer suivant les valeurs du réel z la position relative de
C etde D.

4. Montrer que, sur R | la courbe de la fonction cube est toujours au dessus de

chacune de ses tangentes.

5. Soit f(z) = az® +ba? +cx+d (a #0) une fonction polyndme de degré
3 et C sa courbe. On suppose que I’équation f(z) = m a trois solutions
réelles a, B, v (non nécessairement distinctes). Montrer que 1’abscisse du
centre de symétrie de C' est %(a +06+7).

2
6. Donner l'allure de la courbe de la fonction z+—— (m — —;—) (a: — l) .

9



10.

11.

12.

13.

. Représenter sur le méme dessin les courbes des fonctions z +—— 2% + az pour

a€{-1,0,1}.

Déterminer une fonction polynéme de degré 3 dont la courbe admet un point

d’inflexion & tangente horizontale au point de coordonnées (1,2) .

Solution : On "translate" la courbe de z — 3 suivant le vecteur
de coordonnées (1,2) ; on obtient alors comme fonction solution

zr— (z—13+2.

. Déterminer une fonction polynéme de degré 3 dont la courbe admet, au point

de coordonnées (—1,2) , un point d’inflexion en lequel la tangente a pour

coeflicient directeur 3"

1
Une réponse possible est : f(xz) =2+ —2-(.7: +1) 4+ (z+1)°*.

Soit f, g, h les fonctions définies respectivement par :

f(z) =z+1, g(z) = —z®+z+1, h(z) = 3 —z2+z+1 et Cy, Oy, Cs leurs
courbes respectives. Représenter ces courbes, d’abord localement au voisinage
de z = 0, puis globalement sur un intervalle convenable. Dans les deux cas

on fera apparaitre leur position relative.

Soit f la fonction définie par f(z) = «® — 2z 1. Btudier Dallure de la
courbe de f avec sa tangente au voisinage du point d’abscisse 1. (Indication :
calculer f(1+h) et l'écrire sous la forme f(1+h)=a+bh+ ch? +dh® en
effectuant le changement de variable z =14 h .)

1
Mémes questions pour la fonction définie par g(z) = §m3 —z?—1.

Donner l’expression algébrique de deux fonctions polynomes, f, g telles que
dof =2, d°g =3, f(1) =g(1) = f(-1) = g(—1) = —1 et les courbes de
f et de g admettent au point d’abscisse —1 une tangente de coefficient

directeur 1. Déterminer toutes les solutions de ce probléme.

Soit A, B et C trois points deux & deux distincts de la courbe de la fonction
cube. Montrer que A, B et C sont alignés si et seulement si leur isobarycentre

est sur ’axe des ordonnées.

10



14.

Placer dans le plan rapporté & un repére orthonormé la courbe C dela
fonction, f, définie par f(z) =% — 2z .

On veut déterminer les points, M , de C d’abscisses positives tels que la
tangente en M & C soit orthogonale 4 la droite OM .

Montrer qu’il y a seulement deux points vérifiant cétte propriété et donner

les abscisses de ces points.

En déduire qu’il existe (au moins) deux droites deux fois normales & C
(On dit qu’une droite, D, est deuz fois normale @ C si, parmi les points
ot elle rencontre C, il y en a deuz (distincts) ot la tangente & C  est
orthogonale & D ). Placer ces deux droites sur le dessin ainsi que les

tangentes correspondantes.

Montrer qu’une droite deux fois normale & C passe nécessairement par
O . En déduire qu'il ne peut exister d’autre droite deux fois normale & C

que les deux trouvées ci-dessus.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur le nombre réel «, la courbe
C, de la fonction z +— z° + az admet-elle au moins une droite deux

fois normale ? Combien y en-a-t-il alors ?

Déterminer de méme une condition nécéssaire et suffisante sur les nombres
réels a, b et ¢ pour quelacourbe I' delafonction z +— z3+az?+br+c

admette au moins une droite deux fois normale.

Réponses :

; . . 5
a. Les points de G vérifiant la propriété sont les points d’abscisses 1 ou 3

d. C, admet 0,1 ou 2 droites deux fois normales suivant que a > -3,

a;\/ﬁ ou a< —V3.

e. La, condition demandée est 3(b++3) <a?.

11



K

De la fonction inverse
aux fonctions
homographiques



De la fonction "inverse" aux fonctions
homographiques

Nous étudions ici la fonction inverse qui associe & tout réel non nul son inverse, ainsi que les fonctions
ar+b

cx+d
précédemment est que leurs courbes possédent deuz asymptotes .

Un des objectifs de ce chapitre est de savoir placer trés rapidement les courbes de ce type de fonctions
a partir de leurs deuz asymplotes . Un autre est de se familiariser avec les études locales de fonctions.

homographiques (du type z +—> ) ; leur particularité par rapport auz fonctions étudiées
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1 Définition de la fonction inverse

Dans ce chapitre, on notera f

cette fonction et
(C) sa courbe qui est une hyperbole

(voir ci-contre).

2 Propriétés globales de la fonction inverse

2.1 Sens de variation

1 b—a 1_1

f(b)'"f(a)=71;"—=~——<0 ;  donc E>-.

a ab b
D’ou le résultat sur R%. On procéde de méme sur R* . m

2.2 Exercices
1. La fonction inverse, f, est-elle décroissante sur R*?
Solution: Ona f(—1)=-1et f(2) == ;lefait que —1 < 2 et que f(—1) < f(2)
montre que f n’est pas décroissante sur R* . Sur la courbe (C) de f, on voit

que certaines sécantes (par exemple celle joignant les points d’abscisse —1 et 2 )
"montent", ce qui traduit le fait que f n’est pas décroissante sur R*.

B =

2. La fonction inverse étant toujours désignée par f, résoudre I'inéquation

f@) < f(5) .

2.3 Symétries

m En effet, pour tout réel non nul, z , on a :

"Dans ce document, les démonstrations seront encadrées par des symboles @ .



® Considérons deux points M et N sy-
métriques par rapport & la premiére bissec-
trice, D, du repére orthonormé. Si les coor-
données de M sont (z,y) alors celles de
N sont (y,z). Puisque, pour z et y non

nuls, la relation y = p ¢quivaut & la re-

. 1
lation £ = — , nous concluons que M

est sur (C) si et seulement si le point N

est sur (C). Ainsi la premicre bissectrice du
repére est un axe de symétrie de (C).

De méme, si P est le symétrique de M

par rapport & la seconde bissectrice, D', du
repére, les coordonnées de P sont (—y, —x)

et comme la relation y= p équivaut a la

1
relation —z = -— ,onen déduit que D’

Y
est aussi axe de symétrie de (C).m

B Soit trois nombres réels a , b, = tels que
0<a<z<b.L'ordonnée du point, P, d’abs-

cisse z du scgment joignant Afa, %) et B(b,%)

1 1
1.3 g, o_1_s-a.
est : E+ b-—a(w a)—zl- prl

a ab

se factorise en (‘”__9‘_1_(_?___@ :

1 -
la quantité % - (— _z a)

elle est donc négative d’gf?rwés les hypothéses sur
a, b, z.0n en déduit que P est au dessus
du point, M, de (C) d’abscisse z : la fonction
inverse est convexe sur R .

On procéde de méme sur R* , ou on fait appel &
la symeétrie par rapport & O.m

2.4 La fonction inverse est concave sur R* et convexe sur R’

Y

ab--

[ SRV -

S B



3 Propriétés locales de la fonction inverse

3.1 Etude au voisinage de 0

z|1]0,1]0,001]10°
On a le tablean de valeurs :
111 10| 1000 | 10°
Il semble que ’on puisse avoir p aussi grand quec 'on veut & condition de prendre z assez petit.

1
C’est bien le cas : par exemple, pour avoir p > 10 | il suffit de prendre 0 < z < 10710 et, plus

.1 . 1
généralement, si b est un réel positif quelconque, pour avoir - > b , il suffit de prendre 0 < z < 7

Donc

Dans cette situation, on dit que 'axe Oy est 400
as te ala courbe (C) lorsque z tend
vers 0 par valeurs positives.

10C
On montre de méme, quc — tend vers —oo

lorsque z tend vers 0 pa,rxvaleurs négatives 0.0 0-01
et, donc, quec V'axe Oy est asymptcte ala
courbe (C) lorsque z tend vers 0 par valeurs
négatives.

3.2 Etude pour les grandes valeurs de =z

1] 10 | 100 | 108
On a le tableau de valeurs :

T
1 _
z11]0,1{0,01|10°®

1 .. .
Il semble quc 'on puisse avoir — aussi petit que Pon veut & condition de prendre z assez grand.

. . 1 - .
C’est bien le cas : par exemple, pour avoir 0 < p <1071 il suffit de prendre 10} < z et, plus
. . . 1 . 1
généralement, si b est un réel positif quelconque, pour avoir 0 < — < b , il suffit de prendre 3 <z.
T

Donc

La courbe (C) est aussi proche de
I’axe Oz que 'on veut & condition de
prendre x assez grand : axe Oz est

‘asymptote a la courbe (C) lorsque \
0,02

z tend vers +oo . 100

On montre de méme, que tend ‘ 50 160~

vers 0 lorsque z tend vers —oo et \

donc, que 'axe Oz est asymptote a

la courbe (C) lorsque z tend vers
—00 .

8-



3.3 Etude au voisinage de a (a # 0) : nombre dérivé en a de la fonction inverse

Etude du cas a=1

Pour étudier le comportement de la fonctmn inverse au voisinage de 1, étudions au voisinage de h =0

—h -1
i 1 —-1; ——1= .
la différence fl+h)—f(1)= 1-|-h ; on a TR TR =h 57
-1 -1
or, puisque hm L TR = —1 , on peut écrire Th ~1+e¢e(h) on e(h) est une quantité (qu'il
est inutile d’expliciter) qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0. Ainsi on obtient :
1

he(h) = 0 ). On retiendra

ot he(h) est négligeable devant h quand h est voisin de 0 (car il;iH(lJ
_)

h

I’approximation du premier ordre :

L’écriture (*) permet, de plus, d’obtenir le nombre
dérivé en 1 de la fonction inverse ; en effet, le taux
d’accroissement de cette fonction entre 1 et 1+ h ©
vaut :

f(1+h;1_f(1)=%( 1 -1-)=—1+e(h). (T)

1+h 1
11 tend donc vers (—1) lorsque h tend vers 0. On A oo
en déduit que la fonction inverse est dérivable en 1
avec f'(1)=-1. n
Graphiquement, cela signific que sa courbe repré-
sentative, (C) , admet au point A(1,1) une tan-
gente, (T) , de coefficient directeur —1 . 1-h

b~
4+~
S

NITIT

he(h)

Remargue : Une équation de (T) est T
y—1=(-1){z—1) clest-d-dire y=—-x+2.

I+h

Ftude du cas général a #0
1 —h uisque l —1 _1
a+h a(a+ h) s Puisq Oa(a+h) a? '’
1
—= e(h) ot e(h) est une quantit¢ (qu’il est inutile d’expliciter)

1T 1 1 X
a+h-—-—z—-a'§'h+h€(h) , ou

he(h)
h

@ On procéde comme ci-dessus : on a :

._1 Proed
-=
on peut écrire L
p CT a(a+h)_

qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0. Ainsi on obtient :

he(h) est négligeable devant h quand h est voisin de O (car ’llmb =0 ); ceci montre que
—
1

a+h

. 1 P
le taux d’accroissement, T ( - —) , de la fonction inverse entre a et a+h est égal &
a

1
—— +¢&(h) ; il tend donc vers ——; lorsque h tend vers 0.
a a

. 1
Donc le nombre dérivé en a de la fonction inverse, f , est f/(a) = —z .



Remarque : La formule, nz™~! | donnant, pour n € N, la dérivée de z™ s’applique donc aussiaucas n= -1 ;
-1-1)

On retiendra que

1
en effet la dérivée de z7' = — est (~1)z~2 qui est bien égale & (—1)a!

I
I

4 Tracé des courbes des premiéres fonctions puissances
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5 Exercices

1. Déterminer des valeurs approchées de :
1 1
2,0004

1
1,00056 ' 0,99998 ' °
Comparer avec les résultats donnés par une calculatrice.

L ~ 1+ 0,00002 = 1,00002.

Solution du b.
Ona: 559998 = T 0,00002
La calculatrice donne : (-),—951)69—8- ~ 1,00002

~ 1,0000200004000080001600... ).

1
0,99998
1
2+h

quand h est

(en fait, on a:
2. Déterminer une approximation du premier ordre de

voisin de 0 .



1 -
Solution 1 : Puisque T+h ~1—h en0,ona,lorsque h est voisin de

1 1 1 1 h 1 h
0, —=c——o~=(1-2)=2-2
2+h 2 h—2 2 2 4
1+
2
Solution 2 : Puisque le nombre dérivé en 2 de la fonction inverse est _211 ,
1 1 1
— ~Z-—Zh isi .
ona 5 T3 quand h est voisin de 0
, . N . . . 3
3. Déterminer de méme une approximation du premier ordre de 5% quand

h est voisin de 0.

1
4. On reprend 'approximation du premier ordre en 0 % ~1—h . Vérifier
1
directement que Pécart  e(h) = —(1—h) est négligeable devant h ,

. T 1+h
c’est-a-dire que -e_(l_{l tend vers 0 quand h tend vers 0.
5. Déterminer une équation de la tangente a la courbe (C) de la fonction inverse,

. 1 . . ,
f , au point d’abscisse —= . Soit g la fonction affine représentée par cette

1 1
droite. Comparcr l'ordre de grandcur de k et de f (—5 + h) —g (-5 + h)
pour h=10"%, h=10"% 6 h=10"10 .

. . . 1 .
6. Déterminer le nombre dérivé de la fonction inverse, f , en 3 et une équation

1
de la tangente & (C) (courbe de la fonction inverse) au point d’abscisse 5 -

1 1
Veérifier que f/(2).f’ (5) =1 . Plus généralement, quc vaut f'(a).f’ (E)
pour a € R* ? Expliquer ce résultat en faisant intervenir la symétrie de
(C) par rapport a la premiére bissectrice des axes. Faire un dessin en faisant

apparaitre (C) et ses tangentes aux points d’abscisse 2 et % ainsi que la
premiére bissectrice des axes.

7. Construction points par points de la courbe de la fonction inverse.
Soit A et B les points de coordonnées respectives (1;0) et (0;1) . A tout
réel non nul z , on associe le point H de coordonnées (z;0) , Vintersection,
K ,delaxe Oy avec la paralléle a la droite (HB) passant par A et le
point M ayant méme abscisse quc H et méme ordonnée que K . Montrer
que, lorsque z décrit R* | le point M décrit la courbe (C) de la fonction
inverse.

8. Soit f la fonction inverse. Le but de l'exercice est de chercher une fonction,
g , polynoéme de degré inférieur ou égal & 2 telle que f(1+h) —g(1+h) soit
négligeable devant h? quand h tend vers 0.

1 3
a. Vérifier que 1+h=1_h+h2_1+h'

b. Montrer que si g(x) un polynéme en z de degré inférieur ou égal a 2,
alors g(1 + h) est un polyndme en h de degré inférieur ou égal a 2.

c. Montrer que g est solution du probléme si et seulement si
g(14-h) = 1—h+h? . En déduire que le probléme admet une unique solution, g ,
que P'on précisera. Tracer les courbes de f et de g au voisinage du point

7



d’abscisse 1 ainsi que leur tangente en ce point et préciser la position relative
de ces courbes.

Solution

f— 2—————:—:
a. Ona 1—h+h TR TR f(1+h).
b. Si g(z) =az® +bx+c,alors g(1+h)=a(l+h)®>+b(1+h)+c estde
la forme a'h® +bh+c avec a' =a, b =2a+b,c =a+b+c.

c. La quantité
fA+h)—g(l+h) 1-c—Q+b)h+(1—a)h? h

h? h? 1+h
admet une limite finie lorsque A tend vers 0, seulement i ¢! =1 et ' = -1,
cette limite finie étant alors 1—a'.
On en déduit le résultat demandé.
La substitution h =2z —1 donne alors
gle) =1—-(z -1+ (z—-1)2%=2>-32z+3 comme unique solution du
probléme.

Ceci signifie que la fonction g trou-
vée est, parmi les fonctions polynémes
de degré inférieur ou égal 4 2, 'approxi-
mation d’ordre 2 de la fonction inverse
en 1. Notons que les courbes (C)

et (T) de f et de g admettent
en A(1;1) la méme tangente, (T), de

coefficient directeur —1 (on a !

F(1) = ¢(1) = -1 ) et que (C)
traverse (I') en A ; en effet, d’aprés

(1) ,si h<0,ona

f(1+h)—g(1+h) >0 et (C) estau

dessus de (T) , alors que pour 0 < h 0 T

c’est le contraire.

L3 a o p-d o
6 Etude des fonctions z+—— — oul a est un réel non nul donné
z

Les propriétés et le tracé de la courbe d’une telle fonction s’obtiennent, & partir des propriétés et du
1

) a
tracé de = —> o en notant que pour tout réel non nul, z , on a — = a— ; par exemple, on
T T
. . , . 2
a représenté, ci-dessous I'obtention des courbes de z —— — et de x — —— & partir de celle de
z T

1
T—— :
T



"~

Remarque : Nous observons une forte ressem-
blance entre les diverses courbes obtenues et

celle de la fonction e Cela est di & ce qu’elles

1
sont homothétiques a celle de la fonction p
(3 une symétrie pros si @ est négatif) : pour
a > 0, léquivalence des relations zy = 1
et (v/az)(y/ay) = a montre que '’homothétie
de centre O et de rapport +/a transforme la

courbe de la fonction ;51_ en celle de la fonction

2 Ces courbes sont appelées Tyt

Le dessin ci-contre illustre le cas a = 4.

7 Fonctions homographiques

7.1 Définition
ar+b

Ce sont les fonctions de la forme z+— ou a,b,c,d sont quatre réels tels quc c # 0 et

ad — bc # 0 (cette condition assurant que le numérateur et le dénominateur du rapport ne sont pas
proportionnels c¢’est-a-dire que la fonction n’est pas constante).

7.2 Comment placer la courbe d’une fonction homographique
7.2.1 Etude d’un exemple

Montrons sur un exemple comment ’étude d'une fonction homographique se raméne au cas étudié

dans le paragraphe précédent.
dr +1

Soit a étudier la fonction z +— .
2z —3




3 .
Elle est définie sur chacun des intervalles ouverts ] —00, —3— [ et } 3 +00 [ mais pas en

—3: , valeur qui annule le dénominateur 2z —3 .
{.a méthode consiste a faire disparaitre la variable, z , du numérateur par simplifi-
cation, en déterminant o et B pour que 4¢ + 1 = a(2x —3) + 3 . On trouve par
identification @ =2 et B =T . Donc, pour tout réel z différent de -g on a:
4r+1=2(2z —3) +7 donc

dz+1 7 2

dotl oy T o942 1).
w—3 2 tmp-3 2t 3 @

Remarque : Dans le cas général, ¢ n’étant pas nul, on écrit ax+b= a(cz +d)+
et on choisit a = 2 , B s’en déduit alors facilement.
c

La relation (1) montre que la fonction étudiée n’atteint jamais la valeur 2 mais mais
g’en rapproche autant qu’on veut lorsque z tend vers 400 ou vers —oo (par valeurs
supéricurcs & 2 quand & — +oo et par valeurs inférieures 4 2 quand z — —00 ).

La fonction

3 .
53 tend vers +o0o0 quand z tend vers 3 par valeurs supérieures
T —

3 o
et tend vers —oo quand z tend vers 5 par valeurs inférieures.
Soit (T') la courbe représentative de la fonction étudiée dans le repére orthonormé
7

(0, _i>, 7) . D’aprés (1) une 6quation de (I') dans ce repore est y =2+ “2‘? .

Posons Xza;——g— et Y =9y—2 ;soit  le point

3
de coordonnées (-2-,2 . -
J
Si un point M a pour coordonuées (z,y) dans 2

L e

]

le repére (O, 7, j) , ce méme point a pour coor-
3
données | X = — 5 Y=y— 2) dans le repére

©,7,7), car 0M =00 +0M . J

e

Y

Ainsi, (T') a pour équation dans le re-
7

- 2 {)
pére (9, —i), ?) Y= % . Nous sa-
vons (d’apres le 6.) tracer cette courbe
qui est une hype ‘: bole . N

T

10
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7.2.2 Meéthode pour placer la courbe d’une fonction homographique

La méthode précédente, qui peut toujours s’appliquer, permet de voir que la courbe de toute fonction
homographique a la forme des courbes étudiées au 6. c’est-a-dire est une hype ’ I',e,j dont les asymptotes
sont paralléles aux axes. Donc -
il suffit, pour avoir 'all I

2z —1

Exemple : Placer la courbe (I') , de la fonction g définie par g(z) =

z+1

Lorsque z tend vers +oco ou vers —oo ,

g(z) tend vers 2 . Donc la droite d’équation a
y = 2 est asymptote & (T). La fonction ¢  ~—~ T
n’est pas définie pour = = —1 , donc la droite
d’équation z = —1 est asymptote & (T) .
On a g(0) = —1 . On en déduit Pallure de
(T) avec ses deux asymptotes se coupant en -1
0(-1,2) .

-

8 Exercices

1. Placer la courbe de wvﬁw—— .
-2z +1
z—1
2. 11 t1 totes de 1 C —_— 7
Quelles sont les asymptotes de la courbe (C) de m|——>0’001$+1

Placer la partie de (C) relative & z € [-2,2] .
Comparer avec la représentation de x——x —1 . Expliquer.

1
24 3z
Déterminer f/(0) et la fonction affine tangente & f en 0 (c’est-a-dire la
fonction dont la représentation graphique est la tangente a la courbe de f au
point d’abscisse 0).

3. a. Soit f la fonction définie par f(z) =

22+ 1
3z +2

b. Mémes questions pour la fonction g définie par g(z) =

11



Solution 11 1 3 1 3 1
T .
a.Ona f(z)= 3 :3-_5:- =3 (1- 5 +zo(z)) = 57 1% +5n o(z) ou v(z) est

une fonction (qu’il est inutile d’expliciter) tendant vers 0 quand z tend vers 0.

Donc f(0) = % et f(0) = —% , la fonction affine tangente & f en 0 étant
T —Sg

2 4
b.Ona g(z) =(1+2)f(z) =1+ 2z) (-;— - %.I’ + %mv(m))

= = + -z + 2*u(7)
ot u(z) est une fonction qu'il est inutile d’expliciter admettant une limite finie en

0; donc z2u(z) est négligeable devant = quand z tend vers O et on a g(0) = %

1 1
et ¢'(0) = I la fonction affine tangente & ¢ en 0 étant z —> — + —z.

2 4
Remarque : on peut traiter cet exercice avec les formules sur les dérivées :
23z +2)— (2z+1)3 1 1 .
g'(z) = Bo T 27 = ECFE ; donc ¢'(0) = 1 la fonction affine
1 1
tangente & g en 0 étant z — 3 + yik

1-—
4. Soit la fonction f définie par f(z) = i;—_—l_% . Déterminer f/(0) et une équa-

tion de la tangente a la courbe (C) de f au point d’abscisse 0 . Déterminer
sans nouveau calcul (par des considérations de symeétrie) trois autres tangentes.
Tracer (C) et ces tangentes.

. 2 1 .
5. Soit la fonction g définie par g(z) = %—;—2— . Déterminer ¢’(—1) de deux
facons.
Solution
Avcc les formules de dérivation on obtient
ooy 2Bc+2)—(Qe+13 1 v
g'(x) = Got2)° = Gat oy ;done ¢'(-1) =1 .

~1+2h 1
—1+3h"(1_2h)1—3h

= (L—2h)(1 +3h+ hu(h))

=1+ h+hv(h)
ott uw(h) et v(h) sont des fonctions tendant vers 0 quand h tend vers 0 qu’il est
inutile d’expliciter. On en déduit que ¢'(1) =1 et, avec z = —1+h que la fonction
affine tangente & g en —1 est z+—2+2.
1—z

6. Soit la fonction f définie par f(z) = w13 Déterminer de deux fagons

f'(1) et une équation de la tangente & la courbe (C) de f au point d’abscisse
1. Tracer (C) et cette tangente.

Directement : Ona g(-1+h) =

7. Détermin_?_r le réel a pour que les courbes de z > 222 + z+ 1 et de
z+a
admettent au point d’abscisse 0 la méme tangente. Placer alors

2z +a
ces courbes et cette tangente.

12
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Fonctions circulaires

On présente ici les fonctions trigonométriques, appelées aussi fonctions circulaires.

Le point de vue adopté pour introduire les fonctions sinus et cosinus, par enroulement de la droite
numérique sur le cercle trigonométrique, essaie de rendre compte, de maniére imagée, d’un résultat
dont la démonstration dépasse le cadre de ce document.

Les principales propriétés des fonctions trigonométriques sont ensuite exposées de la fagon la plus

élémentaire possible.
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1 Définition
1.1 Image d’un nombre réel sur le cercle trigonométrique

Dans le plan rapporté & un systéme d’axes orthonormé A
d’origine 2, on considére le cercle (I') de centre
et de rayon 1 que 1’on oriente dans le sens contraire des
aiguilles d’une montre (le sens ainsi choisi est appele .~ 0]
sens positif) ; on note A le point de (I') de coor-
données (1,0) . Le cercle (I') est alors appelé cercle
trigonométrique.

On considére par ailleurs un axe, l'unité de cet axe
étant le rayon du cercle trigonométrique (sur la figure
ci-contre I’axe est la tangenteen A & I' orientée vers
le haut, Porigine de ’axe étant le point A ); les points
de cet axe sont identifiés & leur abscisse (notée entre
parenthéses sur la figure). On se représente cet axe,
comme un fil que 'on enroule sur (I') de fagon que (0)
reste sur A et que la partie positive (resp. négative)
du fil s’enroule dans le sens positif (resp. négatif). Le
nombre réel (t) du fil vient alors coincider avec un
point M(t) de (T').On dit que M(t) est I'image
du nombre réel t sur le cercle trigonométrique.

Remarque. On dit aussi qu’une mesure de l’angle au centre (m, QM (t;) est t radians (i.e. t
fois le rayon de (I') ); (2m) radians correspond ainsi & 360 degrés.

Dans la suite, on ne fera plus apparaitre le fil que l'on pourra, en cas de besoin, se représenter
mentalement; on ne représentera que le point M (t) , image du nombre réel t sur le cercle trigo-
nométrique.

Comme le périmétre de (T') est 2.1 = 27, I'image sur (I') de 27 est A qui est aussi image
de —2m et, plus généralement, de tout nombre réel de la forme k27 ot k est un entier relatif
quelconque (et seulement des nombres de cette forme).

De méme, si 7 est un nombre réel quelconque, les nombres de la forme to+ k27 ot k€ Z ont
tous la méme image, My(to), sur (I') et ils sont les seuls & avoir cette image sur (I') .

L’image sur (I') de g est le point B de coordonnées (0,1) ; celle de —g , le point B’ de

coordonnées (0,—1) , celle de 7 le point A’ de coordonnées (—1,0) , etc..



1.2 Exercice

Placer les images sur (I') des nombres suivants :

44T b 5 3r d 51w . _ 20017
a. ——; b g ¢ g d5 e e
7
Solution du a. On a —%ﬂ = ExT+2m 3+ 2 =T7x2r+ 2—; ; Pimage de 7 x 27w

44 2
est le point A ; celle de 2T est donc le point J aux 3 de l'arc d’origine A
et d’extrémité A’ : Pangle (m, m) vaut 120 degrés et le triangle QJA’ est

équilatéral (faire une figure).

1.3 Définition de cost , sint, tant

IT)

en effet, la distance du point M & Porigine est égale
al.

Lien avec la trigonomeétrie du triangle rectangle

Soit M (¢) 'image sur (I') d’un nombre réel ¢ de ]0, g[
et le triangle QHM ou H estla prgie’c\tion orthogo-
nale de M sur 'axe (2, 4) . L’angle HQM correspond
alors & t radians; avec les formules traditionnelles de la

trigonométrie dans le triangle rectangle, on a :

cosm=E:9£:QH

(T

M)

QM 1 5
et nous avons défini cost comme étant 2H .
On constate de méme que sinHQM = sint et

—
tan HOQM = tant.
Le présent abord des fonctions trigonométriques est donc
cohérent avec la trigonomeétrie dans le triangle rectangle et
apparait ainsi comme un prolongement de celle-ci.




Axe des tangentes
Soit 1' Vintersection de la droite (QM(t)) avec la
tangenteen A a (I . Le coefficient directeur de la A T

t
droite (M (t)) est Zg—;—t = tant ; donc l'ordonnée

de 1' est tant : AT = (tant)@ . On dit que 'axe
de repére (A,Q—B)) est 'axe des tangentes, car on y
lit facilement les tangentes; de méme l'axe (f2, sﬂ)

est 'axe des cosinus et l'axe (£, Q—B)) celui des sinus.
tant existe si et seulement si 'image, M , de t sur

tan t

(T') est distincte des points B(0,1) et B'(0,—1) c’est- Q cost A
a-dire si et seulement si ¢ n’est pas la somme de T et
d’un nombre entier de fois le demi-périmétre de (T')

c’est-a-dire si et seulement si ¢ € R—-{g+k7r /keZ}.
Remarque : ne pas confondre le fil et I’axe des tangentes. B’

. . e . cost
Remarque : La fonction cotangente, notée cotan , est la fonction définie par cotan t = el quand
1
tant existe et n’est pas nul, on a cotant = —— . Si 1" est l'intersection de la droite (£, M)

N tant
avec l'axe de repére (B,Q4) , alors BT = (cotan )04 (faire un dessin et le démontrer).

1.4 Valeurs remarquables

On notera M(t) Dlimage du réel ¢ sur (I') et on utilise les points ©, A, A, B définis
ci-dessus. -
Ona M(0)=A,donc cosO=

™
et tan 5 n’existe pas.

Le point M(%) est au tiers de l’arc de (I') d’extrémités A et A’ contenant B . L’angle de

sommet  du triangle QAM (g) est donc 60° et ce triangle est donc équilatéral ; on en déduit

Le point M(%) (noté ici simplement M) est au milieu de 'arc de (I') d’extrémités A et B.

Donc la droite (2M) est la bissectrice des axes et, en notant H et K les projections de M sur
l'axe des cosinus et des sinus (respectivement), QHMK est un carré dont la diagonale vaut 1; on

en déduit

Le point M (%) est au sixiéme de l’arc de (') d’extrémités A et A’ contenant B . L’angle de

sommet  du triangle QBM (%) est donc 60° et ce triangle est donc équilatéral; on en déduit




cos, sin, tan de

R S .

cos , sin, tan de 7 [6 A

(r)

cos, sin, tan de 7 [4

On obtient le tableau des valeurs re-
marquables (qu’il faut connaitre parfaite-

ment) :

. T |lT | |®
6 4 3 |2

cost @ __@ 1 0
2 2 2

sint 1 ﬁ \/——3- 1
2 2 2

tant L 1| v3 ]

V3




Exercices.

5 5 5 A
1. Déterminer a. sin— ; b. cos ( — —W) c. tan(—z)
6 6 4 B
Solution du a.
. 5T 5. o M
L’image, M , de 5 est aux 5 idémes de larc d’origine A
et d’extrémité A’ . Donc le triangle QBM est équilatéral a S -
car son angle en 2 vaut 60 degrés. On en déduit
si1157r—1 ; cos{m— v3 ; tansm——-—l——
6 2 ' 6 2 6 V3 T)
2. Résoudre sur [—2m,2w] :
1 1
a. sinz=1; b. sinz>0 ; c tanz=-1 ; d tanz<-1 ; e ——§<sinw<—2—.

2 Propriétés

2.1 Arcs associés
2.1.1 Peériodes

Pour tout nombre réel 2z les images sur (I') de z et de 2z +2m sont
confondues; on a donc

| cos(z + 27) = cosx | et I sin(z + 27) =sinz l;

Pour tout z de R — {g— +kr [k e Z} , les images sur (') de z et de

x + 7 sont symétriques par rapport & € . Donc I tan(z + ) =tanz I .

2.1.2 Parités

Pour tout z, les imagessur (I') de = etde —2 ;
sont symétriques par rapport & 'axe (€, Q—fi) ; |
donc R

| cos(—z) =cosz | , | sin(—z)= —sinz l '

S,

et,si tanz existe | tan(—z) = —tanx




2.1.3 Arcs associés =z et T—2

Pour tout z, les images sur () de z et
de 7 —x sont symétriques par rapport & 'axe
(Q,0B) ; donc

2.1.4 Arcs associés = et 7+

Pour tout =z, les images sur (I') de z et de
7+ sont symétriques par rapport &  ; donc

2.1.5 Arcs associés z et g—m

Pour tout 2, les images sur (I') de z et de
m
—2——~m sont symétriques par rapport & la premiére

bissectrice des axes ; donc

(T




2.1.6 Arcs associés z et g—+m

On a d’aprés 2.1.3 et 2.1.5 :
T T ™ .
cos(-2—+a:):—cos(7r~—(—2—+m)):—cos(é——m):—smm et

sin (Z2T—+:u) =sin (7‘(-— (g +w>) =sin<g——m) = CcoSZ .

On en déduit :

2.2 Formules d’addition.

Soit = et y deux nombresréelset M , N, N, M; les A

T
images sur (I') de =, y, z+y, >tz respectivement. Par M, B ,
la rotation de centre Q et d’angle z , le repére (Q, A, B) /’/ \

se change en (2, M, M) et le point N devient le point

N' ; Les coordonnées (cosy,siny) de N dans le repére Q
(2, A,B) sont donc aussi les coordonnées de N’ dans le
repére (Q,M, M) ; on a donc

W:cosy (W—l—sinym 1)

(T)

or, les coordonnées de N’ , M et M; dans le repére (2, A,B) sont respectivement

m
cos(z +y) cos cos (m + 5) —sinz
: ) . et T =
sin(z + y) sinz sin (m + _) cos T
2

On obtient alors, a partir de (1) , les formules :

Remarque : Ces formules peuvent étre mémorisées en les "recoupant” avec d’autres : par exemple, avec

y=—x ,on obtient cos0=1= cos?z +sin’z , compte tenu que cos est paire et sin impaire.

On a aussi :

sin(¢ +y) cosz siny+sinz cosy  tanz +tany
cos(z +y) cosz cosy—sinz siny 1—tanztany ’
en divisant numérateur et dénominateur par cosx cosy .

tan(z +y) =




3 Etude de la fonction sinus

o e . . m

3.1 Sens de variation de la fonction sinus sur [O, 5]
- A
Quand le nombre réel z croit de 0 & 5 fon image, M, B

sur le cercle trigonométrique (I") décrit 'arc AB de A

vers B ; donc son ordonnée, sinz, croit de 0 4 1:

- ™
On montre de méme qu’elle croissante sur [—5, ~2—] ,
T 3T
5, —5- yoso
On peut aussi montrer ces résultats avec le signe de la dérivée, voir 3.3.

décroissante sur

sinx
3.2 Limite de — quand z tend vers O

Soit x E]O,g-[ , M l'imagede z sur (I'), H la projection

T
orthogonale de M sur 'axe ({2, m) , T' l'intersection de A
la droite (£2, M) avec latangenteen A & (I') (c’est-a-dire
le point de coordonnées (1,tanz) ) et U lintersection des M
tangentes & (') en A et M .Lalongueur, z ,del’arc AM U

de (T') est comprise entre la corde AM et AU +UM .
On en déduit
sine = HM < AM <z < AU +UM < AU +UT carle Q H A

triangle UM/l est rectangle d’hypoténuse Ul' ; on obtient
. . . sinz sinz 1
ainsi sinz < z < tanz ,dot — <1< —
) z I CosZ )
sinz
et, donc, cosz < —— <1 ;or quand z tend vers 0,

z
M tend vers A et cosz tend vers 1. La limite, quand z
" sinz
tend vers 0 par valeurs positives, de — est donc 1.
, s ) sinz  sin(—z)
SICIJE]—-—,O[,OIIéCI‘lt: —_—
2 x -z

. . . . sinzx .
on en déduit que la limite, quand z tend vers 0 par valeurs négatives, de —— est aussi 1.
T

. . sinz
On a ainsi obtenu le résultat : lim — =1}
z—0 X
On retiendra Papproximation du premier ordre : sinz~az, quand x est voisin de 0.



3.3 Dérivée de la fonction sinus

3.3.1 Le nombre dérivé de la fonction sinus en 0 est égal a 1
sinz —sin0

Cela résulte immédiatement de la limite précédente : lim ————— =1 .
z—0 z—0

La représentation graphique, S, de sinus admet donc a
origine la premiére bissectrice des axes comme tangente; P

VIS
comme V€ O,—2—[ sinz <z et

Vx € ]—g,O[ z <sinz , on a le dessin ci-contre (ce qui 0

est cohérent avec le fait que sinus est impaire)

3.3.2 La fonction dérivée de la fonction sinus est la fonction cos

Soit @ un nombre réel fixé et A un nombre réel non nul de }—-g, g [ ;
On a, avec la formule d’addition du 2.2. relative au sinus :
sin(a+ h) —sina  sina cosh +cosasinh —sina _ . cosh—1 sinh
= =sing———— +cosa H
h h h h

On peut écrire : cosh—1 cos’h —1 B sinh 1 ik -

1L peut SCHre : R h(cosh+1)  h Tt cosh® ’

. sinh e e o o

Or %1_[}%——};——1 ; }lzli%smh—O ; %%(1+cosh)—2 ;

sin(a + h) —sina
h
Ainsi pour tout réel a le nombre dérivé de sinus en a est cosa :

= (sina) x 0+ (cosa) x 1 =cosa

On en déduit : lim
h—0

I fonction dérivée sur R de sinus est la fonction cosinus .

3.4 Courbe de la fonction sinus

Soit S la courbe (appelée sinusoide) de la fonction sinus.

Des résultats du 3.1 et du 3.3, on déduit la partie, S; ,de S
Vis
relative & [O, -2-] avec la premiére bissectrice des axes comme

Vis
tangente en O et une tangente horizontale au point (—2—, 1) :

10



Comme on a, d’aprés le 2.1.3, pour tout z de 1 s, S,
[0,7] , sin(m —z) = sinz , la partie Sy de

|
|
S relative & [g,’ﬁ] est symetrique de &7 par :
i
/

™ g .
rapport & la droite d’équation = = 5 of /2 T—xX T

Comme, d’aprés le 2.1.2, la fonction sinus est Il s g
impaire

(pour tout = de [—m,7] , sin(—z) = —sinz), - 0
la partie Sz de S relative & [—m,0] est

symétrique de S;U Sy par rapport & P'origine : S

Comme, d’aprés 2.1.1, la fonction sinus est (27)-périodique, on gbtient S toute entiére, & partir
de S;US,U 83, en effectuant des translations de vecteurs k2mi ou k décrit Z :

T~~~

3.5 La fonction sinus est concave sur [0, 7]

Soit a et b deux nombres réels tels que 0 < a<b <7 et A et B les pointsde S de
coordonnées respectives (a,sina) et (b,sinbd) . Le probléme revient & montrer que 'arc de &
d’extrémités A et B est au dessus du segment [A, B], c’est-a-dire que la fonction ¢ définie par

sinb —sina
p(z) =sinz — <Sina + —————(x —a) | est positive sur [a,b] .

b—a
sinb — sin
Ona: ¢(z)=cosz — —-I—n—bTZ——E et, d’aprés le 4.1, ¢'(z) = —sinz .

La fonction ¢/ est donc strictement décroissante sur [a,b] et ona ¢(a) = ¢(b) = 0. En considérant
les variations de ¢ en envisageant les situations possibles pour le signe de ¢, on en déduit que
¢ est positive sur [a,b] , ce qui permet de conclure.

4 Etude de la fonction cosinus

4.1 Dérivée de la fonction cosinus

On sait que, si une fonction f est dérivable sur R, la fonction g définie par

g(z) = f(az +b) (ot a et b sont deux nombres réels quelconques) est dérivable sur R
avec ¢'(z) = af'(az +b) .

On a vu au 2.1.6 que, pour tout nombre réel = ,ona cosz =sin (m + E)

2
La fonction cosinus est donc dérivable sur R avec :

cos' z = 1.sin’ (w + g—) = cos (m + -72[) = —sinz , toujours d’aprés 2.1.6.

11



4.2 Courbe de la fonction cosinus

Soit C la courbe de la fonction cosinus.

Comme pour tout nombre réel z, on a ( 2.1.6),

. T
cosx = sin (er —2—) ,

T
la partie de C relative & [0, —| , s’obtient &
partir de la partie de la courbe S de la fonction

. . m .
sinus relative & [E,ﬂ' par la translation de

™
teur (=30
vecteur 5

0

T
Plus généralement, la courbe C est I'image de S par la translation de vecteur <~—§,O> ; on
obtient donc comme courbe de cosinus :

N AN
7 \/ﬂ\/ N

5 Etude de la fonction tangente

5.1 Dérivée et sens de variation de la fonction tangente

Notons Dian, ensemble de définition de la fonction tan .

La fonction tan est dérivable sur Dian, €t on a, pour tout t € Dian ¢

9 . .
cos“t — t(— t
sint(—sint) Cittan’i—

sint
En effet, tant = —— , donne tan't = .
cost cos?t

Ainsi, sur chacun des intervalles ot elle est définie, la fonction tan est strictement croissante (sa
dérivée étant strictement positive).

cos?t

. . T
Elle est notamment strictement croissante sur ]——, —

Remarque : On peut "voir" ce résultat avec les notations et la figure de la fin du paragraphe 1.3, page 4 :
T

lorsque t décrit ]-—2-, -2—[ en croissant, M décrit V'arc BB de B (exclu) vers B (exclu) et T' décrit

I’axe des tangentes de —oo & oo, donc tant décrit R en croissant.

5.2 Approximation de la fonction tangente en 0

. tanz
Le résultat du paragraphe précédent montre que tan’ 0 = 1, donc que hnb =1
) .. tanz sinz 1 sinx
(ce que I'on peut aussi voir avec = et lim —= =1 ).
z T CcosT z—0 T

On retiendra I’approximation du premier ordre : lanr~¢ z est voisinde 0 .

On en déduit aussi que la droite tangente & la courbe Cian de 1a fonction tangente & l'origine est la premiére
bissectrice des axes.

12



5.3 Courbe de la fonction tangente

™ . .
Lorsque z tend vers 3 bar valeurs inférieures

(z< -;E ), la limite de sinz est 1 et cosz tend
vers 0 en étant positif; donc la limite de tanz est
+o0o et la droite d’équation z = g est asymptote
a la courbe Cian de de la fonction tangente.

On montre de méme que la droite d’équation

Tz = ——g est asymptote & la courbe Cian de la

S ™
fonction tangente lorsque z tend -3

On déduit de ces résultats et de ceux des deux para-
m™ T

graphes précédents Vallure de Cian sur }—-2-,5 :

~
o
=
|
=]
e TR
(0%}

DO |

puis, en utilisant le fait que tan est m-périodique, sur Dy :

/. =5n)2 —37{1’/2 —7r|/2 0O n/2 n/2 Sm /2
| |
i |
| |
| |
| |
| |
i [

1
1
|
|
|
|
!
|

6 Calcul a ’aide des fonctions élémentaires des valeurs approchées
avec une précision imposée de cosz et de sinz

6.1 Principe

Soit les fonctions définies sur R* par :

22 - R
vi(z) = cosz — 1 vg(z):cosa:——1+—é—!~ vg(a:)zcosm—l+§—zl-
23
ui(z) =sinz — z uQ(m)zsinm-x+—3T
On rappelle que pour n € N* | nl  désigne le produit de tous les entiers compris entre 1 et n : par

exemple 3! =123 =6, 4! = 1.2.3.4 = 24 et que, dire qu'une fonction [ définie sur Rt est positive
(vesp. négative) signifie que pour tout = de R* ,ona f(z)>0 (resp. f(z) <0).

13



Ona w(z) 5 () 5 v3() & —ui(z) ; up(x) & () 5 vs(x) & —us(x) .

vy étant négative, (1) montre que uy est décroissante; or u1(0) =0 ; donc u; est négative.

uy étant négative, (2) montre que vy est croissante; or v2(0) =0 ; donc vy est positive.

vy étant positive, (3) montre que uy est croissante; or u3(0) =0 ; donc uy est positive.

ug étant positive, (4) montre que vs est décroissante; or v3(0) =0 ; donc w3 est négative.

23

z——<sinz <z (up 20 ; 4 <0)

On en déduit que, sur R, on a: 6
22 22 gt

1—7_<_cos:c§1——é—+z (vp 20 ; v3<0)

En raisonnant de méme avec les fonctions :
2 4 2 4 6 8

T X x T T
vg(a:):coswwl—l-ﬁ-—zi— 1)4(35'):cos:c-—1+-2—!'—Z!——l-a 'v5(x):'v4(a:)—-§
. * 2° . R
us(w)——sm:c—a:+§-!——ﬁ u4(a:)_smz—:c+—3—!~-—ﬁ+—ﬂ-
on obtient, puisque v < 0, uj = vz, v) = —u3 , ) =vg, vf = —us et que uz, vy, ug et vs
s’annulent pour 0 :
z8 z5 m7<‘ < 23 5
PRt T SISy
2 4 6 2 4 6 8
T x x X x T x
- ra-wsersl- gy ety

En continuant cette méthode, on obtient (on peut effectuer une démonstration par récurrence) que pour tout
entier m > 1 et pour tout nombre réel positif = ,on a:

23 pAm—1 23 pim—1 pdm+1
- CNT < p— e e —
TG T ey SRSt T TN T Gm 1)
2 1114"‘""2 mz 274"7'—2 $4m
1-Z 4= < <1-Z 4. -
2t T Gm oy St T T T o T !
m4m+1 m4m
On obtient ainsi des valeurs approchées de sinz (resp. cosz ) & m (resp. @—)—’ ) prés.
6.2 Exemples
1. Calculer sinl & 108 prés.
14m+1 6
P < 107 =3,
On a Gm 1) < pour m Donc
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
oo o <ginl <l b o —
I—gtg—atg - m=ssl-gtg-atag wtm

avec % <1078 ; d’ou 0,811470 < sin1 < 0, 811471 .

2. Calculer cos1,5 & 10~7 prés.

14



On a W <1077 pour m=4. Donc
1,52 1,5 1,5 1,52 1,54 1,51 1,5
Pt R Tt A ? < P [t Rt Tt R, ? ?
== +a g Seosbisl=—=m 4= 16l
1,516 o
avec — o < 107" ; d’onr 0,0707372 < cos 1,5 < 0,0707373 .
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Fonctions logarithme et exponentielle

De méme que les fonctions trigonométriques, les fonctions logarithme et exponentielle ne peuvent étre
définies & I’aide d’un nombre fini d’opérations algébriques. Ici nous introduisons le logarithme en nous
appuyant sur une notion commune d’aire (que nous ne cherchons pas & approfondir) et nous étudions
ces deux fonctions sans faire appel explicitement aux primitives, ni aux équations différentielles.

A part quelques connaissances élémentaires d’analyse, les seuls résultats importants nécessaires sont :

— le théoréme reliant signe de la dérivée et sens de variation d’une fonction
— la convergence des suites adjacentes (dans une annexe qui peut étre laissée de cOté en premiere lec-
ture).
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Fonctions logarithme et exponentielle 3

1 Définition et propriétés globales de la fonction logarithme

1.1 Définition

Définition : La fonction logarithme népérien, notée In est définie sur |0, +oo[ de la fagon suivante :

Si z > 1, Inz estl’aire de la région sous la
courbe de la fonction inverse entre 1 et z : 1]

Si0<z<1, Inz estl’opposé de I’aire de
la région sous la courbe de la fonction inverse
entre z etl:

L’unité d’aire est I’aire du domaine construit par les unités sur les axes. Avec ce choix, I'aire ne dépend
pas du systéme d’axes choisi.

Remarque : Inz est donc strictement positif si z > 1, strictement négatif si z < 1,nulpour z =1.

Remarque : I’expression "logarithme népérien " vient de Neper, nom d’un des mathématiciens du 17°
sidcle dont les travaux sont & 1origine de cette fonction. 11 existe d’autres fonctions "logarithme" qui
peuvent s obtenir & partir de In ; elles ne sont pas €tudi€es ici. Dans la suite, on dira simplement loga-
rithme pour désigner la fonction In .

1.2 Technique de calcul et allure de la courbe

On peut montrer que Inz n’est pas calculable exactement a 1"aide d’un nombre fini d’additions, multi-
plications ou divisions, mais on peut obtenir des valeurs approchées, par exemple en calculant approxi-
mativement cette aire.

Exemple pour In 2 : On subdivise I'intervalle [1; 2] en 4 intervalles :
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In2 est supérieur a la somme des aires des 4
rectangles ci-dessous :

1 1,25 15 1,75 2

0,25 40,25 +0, 95—
1,5

1
5=
1,25 75 t0,25 <InZ

In2 estinférieur 2 la somme des aires des 4 rec-
tangles ci-dessous :

1 12515 1,75 2

40,25

1 1
In2 < 0,257 +0,25 55 + 0,25 T

1
1,25 1,5

On obtient : 0,63 < In2 < 0,76 . Avec la demi-somme, ona In2 ~ 0,69 a 0,07 pres.

11 est possible d’améliorer la précision en augmentant le nombre d’ intervalles, et on peut programmer les

calculs sur ordinateur.

Des algorithmes de calcul approché plus performants (plus rapides) sont programmés dans les calcu-
latrices. Autrefois, on utilisait des tableaux imprimés parfois sur des centaines de pages d’un livre, sur
lesquelles on avait noté, une bonne fois pour toutes, des valeurs approchées ; ¢’est ce qu’on appelait les

"tables de logarithme".

On obtient par exernple :

0,5

—
[\
W

~-1,6

Inz

~-0,7

En mettant beaucoup de points, on obtient I’allure de

courbe ci-contre.

(On peut remarquer que In0,5 ~ —1In2 ; ceci s’expliquera par la suite, on verra qu’il y a égalité).

1.3 Etude des variations

Interprétation géométrique de la variation de In entre deux nombres

Lorsque 0 < u < v, Inv — Inu est I'aire sous la courbe de la fonction inverse quand 1’abscisse est

comprise entre u et v.

Notons aire(u,v) cette aire.



Fonctions logarithme et exponentielle S

Sil<u<w,
Inv — Inu = aire(1, v) — aire(1, u) = aire(u,v) .

Sio<u<wv<l,

Inv — Inu = —aire(v, 1) + aire(u, 1) = aire(u, v) . 1 Inv-lnu

Sio<u<g1lLw,
Inv — Inu = aire(1, v) + aire(u, 1) = aire(u, v) . 1

Sens de variation
La fonction In est strictement croissante sur |0, oo|.
Laire étant toujours strictement positive,ona Inu < Inv désque v < v.

Encadrement des variations

Pour tous nombres réels strictement positifs « et v,ona: —(v—u) <Inv—Inu < — (v —u).

Dans le cas u < v, on encadre aire(u,v) par les aires de 2 rectangles

!
de base [u, v],1'un de hauteur " et I’autre de hauteur — , d’ol : ;
u i
1 .
= (v—u) < aire(u,v) < = (v—u). L
v u v i
P
[
U

Dans le cas u > v, on utilise ce qui précede en échangeant w et v, ce qui conduit au méme encadrement.
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1.4 Comncavité

La fonction In est concave sur |0, +oof .

Soit a, b, z trois nombres de ] 0,+o0o[ tels que a < z < b et considérons les trois points de la courbe
A(a,Ina), M (z,Inz) et B (b,Inb). Montrons que le point N d’abscisse = du segment AB est en
dessous de M en comparant les coefficients directeurs des droites AB et AM .

Le coefficient directeur de la droite AM , que I’on notera cd(AM) est le taux de variation de In entre

a et z,soit cd(AM) = I—I%—j%g . LDencadrement des variations établi plus haut permet d’obtenir
L < cd(am) < 7

xz [42

On a de méme pour celui de 1a droite M B : % < cd(MB) < % . On en déduit cd(M B) < cd(AM).

On montre ensuite que cd(AB) < cd(AM) ainsi:

On écrit d’abord Inb—Ina = (Inb—Inz) + (Inz —Ina) = cd(MB)(b — z) + cd(AM)(z — a) .
(b—z) étantpositif, ona cd(MB)(b—z) < cd(AM)(b—z),

d'ot Inb—Ina < cd(AM)(b—=z)+ cd(AM)(z —a),

Inb—1Ina

puis Inb—1Ina < cd(AM)(b— a),ce qui entraine < cd(AM).

b—a

On obtient alors cd(AB) < cd(AM), ce qui permet de prouver que le point M est au-dessus du point N
d’abscisse z de la droite AB (petit exercice sur les fonctions affines).

1.5 Une majoration importante
Pour tout nombre z de [0, +oo,ona: nz <z—1.

L’encadrement des variations établi plus haut donne -xl- (z=1)<Ilnz-In1< % (z—-1).

1 4
-+ ,/
Remarque : ceci prouve que la courbe de In P
est toujours en-dessous de la droite d’équation 5 -
y=x—1, ,
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Conséquence : on en déduit que pour tout
nombre x de |—1,4o0[,ona:
In(l+z)<z.

2 Définition et propriétés globales de la fonction exponentielle

2.1 Définition

Introduction : la fonction In est définie sur |0, +oo| , a valeurs dans |—oo, +oo[ et on peut montrer
qu’elle prend une fois et une seule toutes les valeurs réelles (voir annexe 1). On peut alors considérer la
fonction réciproque de In , de ]—o0, +0o| vers |0, +oo[.

Dit de de facon imagée, on utilise "4 1’envers" le tableau de valeurs de la fonction In pour créer une
cO g

nouvelle fonction, notée exp , qui est alors la fonction réciproque de In :

T 0,2 0,5 2 5
Inz =-1,6 ==0,7 =0,7 =1,6
T =-1,6 ~(,7 =0,7 =~1,6

exp x 0,2 0,5 2 5

!

Définition : exp est la fonction réciproque de In.

C’est une fonction définie sur |—oo, +o0[ et & valeurs dans ] 0, 4-o0]

Autrement dit :

Si lIna =b (avec a > 0), alors exp(b) =a.

Cas particulier remarquable : ona In1 =0 etdonc exp(0) = 1.

Graphiquement, cela revient a placer de nouveaux points a partir de ceux faits pour In en échangeant
abscisse et ordonnée ; la courbe de exp est donc la symétrique de celle de In par rapport a la droite
d’équation y = z , parallélement 2 celle d’équation y = —z (ces deux droites sont perpendiculaires

lorsque le repére est orthonormé).



Fonctions logarithme et exponentielle 8

5 5 : : ‘ Les points M (a,b) et M’(b,a) sont sy-
""" ot mtriques par rapport 2 la droite d°équation
: ; : : ' y=z.

Conséquences :

pour tout nombre a de |0, +oo[,ona: exp(lna) =a .
pour tout nombre réel b ona: In(exp(b)) =b .

2.2 Technique de calcul

Comme pour la fonction In , on ne peut calculer exactement exp(x) avec quelques opérations, mais
on connait des algorithmes donnant des valeurs approchées ; ils sont programmés dans les calculatrices.
L’étude des valeurs prises par In (voir en annexe) fournit d’ailleurs un tel algorithme (approximation par
deux suites adjacentes obtenues par dichotomie).

Avant Darrivée des calculatrices, on lisait "a I’envers" les tables de logarithme pour avoir des valeurs
approchées de exp.

2.3 Ktude des variations
Sens de variation

La fonction exp est strictement croissante sur R.

Soient z et z’ deux nombres réels tels que = < z’ . On veut comparer exp(z) et exp(z’) . On raisonne
par 1’absurde :

Si on avait exp(z) > exp(z’) , on aurait In(exp(z)) > In(exp(z’)) car la fonction In est strictement
croissante ; on aurait donc = > ' ce qui serait en contradiction avec I’hypothese = < .

C’est donc que exp(z) < exp(z').
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Encadrement des variations
Pour tous nombres réels a et b,ona: exp(a)(b — a) < exp(b) — exp(a) < exp(b)(b—a) .

On utilise ’encadrement établi pour In : % (v—u)<lnv—Inu < % (v—wu) ,enposant Inu = a et
Inv = b.On obtient :
1 1
o) (exp(b) —exp(a)) <b—-a < (@
on en déduit :

(exp(b) — exp(a)) . Comme exp est une fonction positive,

exp(a) (b — a) < exp(b) — exp(a) < exp(b)(b—a).

2.4 Convexité

La fonction exp est convexe sur R.

La coutbe de exp étant symétrique de celle de In et la fonction In étant concave, on peut penser que
la fonction exp est convexe ; démontrons le :

Soit a, b, # trois nombres réels tels que a < z < b et considérons les trois points A (a, exp(a)),
M (z,exp(z)) et B (b, exp(b)) de la courbe de exp . Nous voulons montrer que le point N d’abscisse x
du segment AB est au dessus de M en comparant les coefficients directeurs des droites AB et AM ,
que I’on notera cd(AB) et cd(AM).

Considérons A’, B, M’ les symétriques
respectifs des points A, B, M . 1Is sont sur la
courbe de la fonction In dont on a étudié la
concavité plus haut. Cette étude permet d’écrire
que cd(A'B') < cd(A'M’).

Or, si deux droites sont symétriques par rapport a la droite y = =z, elles ont des coefficients directeurs
inverses I’un de 1’autre (voir schéma ci-dessous).

D’oi , ce qui donne cd(AB) > cd(AM) .

11
d(AB) ~ cd(AM)

En utilisant la méme démarche que pour la fonction In, on montre que le point N d’abscisse = du segment
AB estau dessusde M .
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Coefficient directeur :

Coefficient directeur :

2.5 Une minoration importante

Pour tout nombre réel z,ona:exp(z) > z+ 1.

On utilise I’inégalité de gauche de I’encadrement des variations de exp établi plus haut, avec b = = et
a=20.

Remarque : ceci prouve que la courbe de exp est toujours
au dessus de la droite d’équation y =z + 1.

3 Propriétés locales de la fonction In

3.1 Limitesen +ooeten0

lim Inz = —i—oo :

o0
k=n
Pour tout entier naturel non nul 7, nous avons 1ln 2™ = Z (In2* —n2k-1) .
k=1
aire : L 1
1 \\ 2 aire : =
2
Par exemple pour n = 2,
2% = (In2?-n2') + (In2' —In2%) . )
; L]
i} i 7 3 7 3

En utilisant 1’encadrement des variations de In étudié plus haut, nous avons :
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1

k k— k _ ok—1

(n2* —m2"h) > o= (2 -2 ),

et on obtient pour tout & : (In2* — n2571) > % , ce qui donne par sommation [n2" > —g .
Considérons alors un nombre réel A (aussi grand que ’on veut) et » un entier tel que n > 24.

Si z est un nombre réel tel que z > 27, alors Inz > In2" > g > A, ce qui prouve que la limite de la

fonction In en +oo est +oco.

limlnz = —oo.
a—0 ;

. i 1
Nous démontrons d’abord que pour tout nomibre réel strictement positif a, In= = —Ina.
[

1) Ci-dessous, I’aire de la zone grise vaut Ina lorsque 2) Par symétrie, les aires des deux zones grises sont
l<a. égales.

4) Ces deux zones grises ont donc la méme aire ; I’aire

3) Les deux rectangles ci-dessous ont la méme aite. 1
de la zone claire est —In — , celle de la zone foncée
a

On peut les échanger sur le dessin précédent.
est Ina.

a

On obtient donc : In % = —Ina.

On étudie alors lim Inz en posant = = % .Onaalors Inz = ~1Int.Or ¢ tend vers +co quand = tend
vers 0 et on utilise la limite précédente.
3.2 Continuité et dérivabilité

Lorsque h tend vers 0, In(a + &) tend vers Ina : la fonction In est continue sur 10, 400 .

On étudie In(a + h) — In(a) . Les graphiques illustrent le cas o @ > 1 et A > 0.
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1 Lo N
1
- 1 b S
P N ..
ath
0 1 a 0 1 a ath

La différence In(a + k) — In(a) correspond i I’aire sous la
courbe de la fonction inverse (voir en 1.3) :

a ath

Nous pouvons utiliser ’encadrement des variations établi en 1.3 (valable que h soit positif ou négatif).

h
<ln(a +h) —In(a) < = ,ce qui prouve que In(a + h) tend vers In(a) lorsque
h tend vers 0, d’olt la continuité de la fonction In.

. h
On obtient alors -

La fonction In est dérivable et sa dérivée est la fonction inverse ;- In‘e= =

On cherche la limite lorsque & tend vers O du taux
de variation de In entre a et a + h, c’est-a-dire

In — In(ath) |---------me
e —(—a—im (pente de la sécante & 1a s )ln (ath)-Ina
courbe). L T
Si h > 0, on en déduit de 1’encadrement précédent 0 1 @ \l'l“‘/'aﬁ- h
1 In(a+h) —Infe) 1
< < =, donc, lorsque
a+th a

h
In(a + h) — In(a)

h
tend vers 0, 5

1
tend vers — .
a

In(a + k) — In(a) <L

1
On le montre de méme pour h < 0 car on obtient alors - <

Ina
—1- est donc le nombre dérivé de la fonction In en a

a
(pente de la tangente). 0
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3.3 Approximation locale de In au voisinage de 1

g
h e ;}f e .

In (L) - ;o
Le nombre dérivé de In en 1 vaut 1. Graphiquement c’est R > In (1+4)
la pente de la tangente a la courbe de In au point i :
d’abscisse 1. 0 , 1\E~—"1+ h

Z,
Y4
-1,
#

C’est la limite lorsque h tend vers O du taux de variation de In entre 1 et 14 h (ou pente de la sécante
ala courbe de In).

In(1+h)

On retiendra donc :  lim L.

ko0 h

. s . 0
(Ce résultat permet de "lever” certaines indéterminations du type ” 6” ).

Cette limite permet de plus d’établir I’approximation du premier ordre :
In(1+ h) ~ hlorsque h est voisin de 0.

In(1+h)
h

In(1+h)

= 14 &(h), avec £(h) qui tend vers O lorsque h

Comme lim = 1, on peut écrire
h—0

tend vers 0.

On en déduit In (1 + k) = h+ he(h) oll he(h) est négligeable devant h .

On en conclut que In (14 k) ~ h lorsque h est voisin de O.

3.4 Comparaison de Inz avec z emn oo

Ona vu que In 2 tendait vers -+oo lorsque « tend vers oo, mais on remarque sur un exemple numérique

que In z est "petit” par rapport & x : In 10000 est inférieur a 10.

. . . -
Plus précisément, on peut montrer que mgr-lr-loo? =0 , c’est-a-dire que Inz est négligeable devant
”

.. . L . . 0
z en +oo, et cette limite permet de "lever” des indéterminations du type ” —
o0

Soit f(z) = /= — Inz . L’étude du sens de variation de cette fonction (par calcul de sa dérivée) montre
qu’elle est croissante sur [4;+oo[. Or f(4) = 2—1In4 qui est positif, donc, sur [4;+oc0[,ona f(z) >0,

d’ot on déduit Inz < /z puis i
Z

5

L 1
Comme de plus 0 < i; sur [1;+oo[, onen déduit que 22 tend vers 0 lorsque tend vers +oo.
T
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4 Propriétés algébriques et nombre ¢

4,1 Fonction In

Dans tout ce paragraphe, a et b sont des nombres réels strictement positifs.
Inab=1Ina+Inb.

On peut dire que : "la fonction In transforme les produits en sommes”, ou que "I"image d’un produit est
égale a la somme des images".

On considere la fonction g(z) = In(az) — Ina — Inz pour tout = > 0, et on démontre qu’elle est nulle.

Sa dérivée est: ¢/ (z) = a% - -:1; =0 ; g estdonc constante, de plusona g(1) =0 car In(1) =0.

Donc g(z) = 0 pour tout z > 0, et, en posant = = b, on obtient In(ab) —Ina —Inb=0.

Remarque : une autre démonstration par les aires est présentée en annexe 2.
InZ=Ina—Inb.
b L
On calcule In % +1nb avec la formule précédente et on obtient Ina .
In==—lna.
e

On applique la formule précédente sachant que In 1 = O (une autre démonstration par les aires a été donnée
plus haut).

Ina"™ = nIna (n étant un entier relatif).

La premigre formule donne In(aa) = Ina +Ina, soit In a®? = 2 Ina et une récurrence immédiate donne
pour un entier naturel » : Ina™ =n Ina.

Dans le cas od n est négatif, notons 7 = —m ; m est entier naturel. On a successivement :

lnanzlna"m=lna—7;:—lnam=—m Ina =nlna.
In (v/a) zalna;

D’aprs la formule précédente, ona In (\/5)2 =2In(v/a),or In (\/E)2 =Ina.

4.2 Fonction exp

Dans tout ce paragraphe, a et b sont deux nombres réels quelconques.
exp(a + b) = exp(a) exp(b) .

On peut dire que : "la fonction exp transforme les sommes en produits", ou que "I'image d’une somme
est égale au produit des images".

Ona In(exp(a) exp(b)) = In(exp(a)) + In(exp(b)) = a + b en utilisant une propriété algébrique de In.

De a+ b = In(exp(a) exp(b)) , on déduit en prenant I’image de chaque membre par la fonction exp :
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exp(a + b) = exp (In(exp(a) exp(b)) = exp(a) exp(b) .
L

On calcule en utilisant la formule précédente :

exp(a)
exp(b)

exp(a — b) x exp(b) = exp(a — b+ b) = exp(a) d’ol exp(a —b) =
_ exp(0)
exp(a) exp(a)

Avec la formule précédente, on a : = exp(0 — a) .

exp(na) = (exp(a))” (n étant un entier relatif).
Ona: In((exp(a))”) = nln(exp(a)) = na avec la formule établie pour In.

Comme na = In ((exp(a))™) , on déduit : exp(na) = (exp(a))” en prenant I'image de chaque membre
par exp.

4.3 Lenombre e et la notation en exposant e¢”

La derniére formule établie nous donne avec n un entier relatif, exp(n) = (exp(1))" .

Notons alors e le nombre réel exp(1) (il vaut environ 2,718). On obtient : exp(n) = e".

Ainsi la fonction exp est un prolongement a I’ensemble des réels de I’application qui a tout entier relatif
n associe e” .

Ceci suggere d’étendre la notation "en exposant” en écrivant exp(z) = e¢* pour un nombre réel z
quelconque.

atb b

La premiére propriété algébrique s’écrit alors : e?"” = e“¢’ : on retrouve ’écriture habituelle d’une
régle de calcul sur les puissances, et il en est de méme avec les autres propriétés.

Remarque : nous donnons ainsi un sens & ’écriture e» (pour un entier naturel 7 ) qui représente le

nombre exp (—1—) .
n

Or, classiquement, cette écriture désigne la solution positive de ’équation z™ = e. Il n’y a pas d’inco-
n

< s gt 1
hérence car nous pouvons montrer avec la derniére propriété algébrique que | exp (— =e,
n
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Ona: exp(l)=e d’ou Ine=1 :c’estune
valeur remarquable de la fonction In .

Remarques : Cette lettre e a été introduite par Euler au 18° sicle. Il a été démontré que ¢’est un nombre
irrationnel (par Euler), et méme transcendant (par Charles Hermite au 19° siécle) ; comme le nombre 7,
il n’est racine d’aucun polyndme a coefficients entiers.

5 Propriétés locales de la fonction exp

5.1 Limites en +cc et en -00

lim e* = joo.
T—too L

Soit K un nombre réel positif (aussi grand que 1’on veut).

Si z > InK ,alors e > K d’ou la limite annoncée,

lim e* =0,

T——00 e

1
Ona: e = perl et —z tend vers oo lorsque z tend vers —co.

5.2 Continuité et dérivabilité

Ia fonction exp est continue sur R.

Nous démontrons la continuité en un nombre réel b en prouvant que exp(b-+ k&) tend vers exp(b) lorsque
k tend vers 0.

Considérons un nombre réel k& compris entre -1 et 1. L’encadrement des variations de exp établi plus haut
donne :

kexp(b) < exp(b+ k) — exp(b) < kexp(b+k).
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Si 0 < k < 1, on peut majorer kexp(b+ k) par kexp(b+1),etsi —1 < k < 0, on peut majorer
kexp(b+ k) par kexp(b—1).

Les encadrements obtenus montrent que exp(b + k) tend vers exp(b) lorsque & tend vers 0.

La courbe de exp étant symétrique de celle de In, on peut penser que les tangentes en des points
symétriques sont symétriques et donc qu’elles ont des coefficients directeurs inverses I'un de 1'autre.
Nous allons le prouver en étudiant la dérivabilité de la fonction exp.

La fonction exp est dérivable et confondue avec sa dérivée : exp’ = exp.

exp(b+ k) — exp(b)
k

L’encadrement utilisé lors de I'étude de la continuité donne lorsque 0 < k :

On étudie 1a limite de lorsque k tend vers 0 (k différent de 0).

exp(b) < exp(b + k) — eXp(b)

< 2 <exp(b+k).

exp(b + k) — exp(b)
k

exp(b + k) — exp(b)
k

< exp(b) .

Lorsque k < 0,ona: exp(b+ k) <

De ces deux encadrements, on déduit que tend vers exp(b) lorsque k tend vers 0.

Coefficient directeur :
exp'(h) = exp(h)

Coefficient directeur :
1 |
Ih'(a)=—=
a exp(b)
=P

. . 1
Remarque : le coefficient directeur de la tangente 2 la courbe de In en a est In'a= -
Celui de la tangente 2 la courbe de exp en b =Ina est exp’(b) = exp(b) =a .

1 . . .
Ona exp’(b) =7 Ces tangentes ont donc des coefficients directeurs inverses 1'un de I’ autre.



Fonctions logarithme et exponentielle 18

5.3 Approximation locale de exp au voisinage de 0

exp(h)|. ..
La tangente a la courbe de exp au point d’abscisse 0 a une 1+h| 44
pente de 1. 1
/
|/' Il
’-1 0 h ‘1

C’est le nombre dérivé de exp en 0 qui correspond a la limite du taux de variation de exp entre Oet h
lorsque A tend vers 0. On en déduit :

. .o . 0
(Ce résultat permet aussi de "lever" des indéterminations du type ” b—” ).

Cette limite permet de plus d’établir I’approximation du premier ordre :

el ~ 1+ hlorsque h est voisin de 0.

On utilise la méme méthode que pour ’approximation de In au voisinage de 1.

5.4 Comparaison de e” avec z" en +oo

Autant Inz va "lentement” vers +oo, autant e tend "trés vite" vers +oo : e'¥ est supérieur a 20 000.
Le nombre €* devient trés supérieur 2 = lorsque = prend de grandes valeurs.

‘s : s e ~ .
Plus généralement, on peut montrer qu’avec un entier n supérieur a 1, ;111113 — = 400 , ce qui est
z" k
équivalent & lil}rl P 0 c’est-a-dire que =™ est négligeable devant e® en +oo, ce qui permet de
T—1+0Q
9

e 00
"lever" des indéterminations du type ” —
o0

e® e e®

— aT—nlnx

On a successivement : R
n eln z™ en inz

8

1 1
Orz—nhzr==x (1 — nﬂ) et nz tend vers 0 en 400, d’oll z (1 _ nln—m> tend vers +o00. On en
€T T T

déduit que e® "!"? tend vers +oo lorsque z tend vers +oo.

6 Annexe 1 : étude des valeurs prises par In

Considérons un nombre réel A . On cherche un nombre réel = tel que Inz = .
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Dans le cas ol A > 0, le nombre z, 1
s’il existe, est supérieur a 1 et Inx est
I’aire sous la courbe de la fonction
inverse, de 1 & z en abscisse.

1’étude de la limite de In en 4+co montre qu’on peut trouver un nombre vo tel que A < Invg . D’autre
part, on peut trouver un nombre uo tel que Inwug < A (par exemple up = 1).

Nous avons donc up < vg tels que
Inu <A <lnwv.

La différence (Invg — Inug)
représente 1’aire sous la courbe de la Yo 0
fonction inverse et on a Vil en 1.3

qu’elle est majorée par w (vo — uo) 1 .
(Iaire du rectangle de base [ug, vo] et Y, ; W ,I
de hauteur ;16 ). 0 1 Yo Yo
1
o

Dans le casou A < 0, le nombre z, s’il existe, est

inférieur & 1. La limite en 0 montre qu’on peut trouver un
nombre ug tel que Inup < A et d’autre part, on peut

trouver un nombre vo tel que A < lnwg (par exemple 1).

La différence (Invg —Inwug) représente encore I’aire sous 1
la courbe de 1a fonction inverse et elle est encore majorée +

1
par — (vo — up) (voir 1.3).
ug

Ce qui suit est valable que I’on ait A >0 ou A <O0.

Nous cherchons alors un encadrement meilleur (plus "serré") de A avec 2 nombres Inu; et Inv; .

ug + vo

Par exemple avec la méthode de dichotomie, considérons w = 5

Siona lnug <A <Inw,onprend u; =wug et v1 =w.
Sinon,ona Inw < A < Inwg,etonprend u; = w et vy = v .

1 . " p
Dans les deux cas,ona: v; — u; = -2—(1;0 —ug) (Uintervalle [ug, vo] a été coupé en deux).

Nous avons alors trouvé 2 nombres u; et vy tels que:



Fonctions logarithme et exponentielle 20
up < ug < vy <vg avee Inupg <lnwuy <A <lnwy <lnwvy .

Ce nouvel encadrement de ) est meilleur car la différence (lnv; — Inwuy) estinférieure a u—(m —uq)
1

1 AT oo L
donca — (v; —u1) qui est égal 2 la moitié de — (vo — uo) .
Ug Ugp

11
On a donc lnv1 - lnu1 _<__ ———('Uo — ’uo)
Q’LLO

On peut ensuite recommencer et obtenir ug et vz , .. .

On peut définir de cette facon deux suites (u,) et (v,) vérifiant Inu, < A <Inwv, ettelles que:

(un) estcroissante, (v,) est décroissante, un < vn

1
et (vn — u,) converge vers 0 (car vy, — up, = 2—n(vo — ug) ).

Ces suites sont donc adjacentes et convergent vers une limite commune qu’on notera z telle que :
Up T < Uy .
On vérifie maintenant que Inz estégala A.

On déduit de I’encadrement précédent que Inwu, < Inz <Inw, car In est croissante.

11 .
De plus Inv, — lnwu, < '2—n~—(v0 —ug) :les suites (Inuy,) et (Inwv,) sont donc convergentes vers
Ug
Inz . Comme on a aussi Inu, < A < Inw, elles convergent aussi vers A ce qui prouve que Inz = A
(unicité de la limite).
Conclusion : on a prouvé I’existence d’unréel = tel que Inz = X.

Ce réel z est unique. S’il y en avait un autre z’, par exemple avec = < «’, la fonction In étant
strictement croissante, on aurait Inz < Inz’ et donc on aurait A < Ina’.

De plus, on dispose de deux suites adjacentes convergentes vers z , ce qui permet d’obtenir des va-
leurs approchées avec une erreur majorée par (v, — ur) . Les calculs peuvent étre programmés sur un
ordinateur.

7 Annexe 2 : autres démonstrations

7.1 Démonstration par les aires de Inab =Ina +1nb

Dans tout ce paragraphe, a et b sont des nombres réels strictement positifs.

Supposons d’abord que a > 1.

On a représenté la fonction inverse. L aire de la zone
grisée représente Ina .
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On la transforme ainsi : 4 ordonnée constante, on multiplie les abscisses par & (b > 0). Un point
M (z,y) devient M’ (z',y/) avec =’ =bz ety =y.

. . 1 . b b
Si M (z,y) est sur la courbe de la fonction inverse, ona y = > dou ¢ = il M'(2',y') est

. b
alors sur la courbe de la fonction z — — .
T

On obtient alors la zone du plan entre b et ab sous

-,
.
LIy

b
la courbe de z — . car 1 devient b et a devient b
ab (qui est supérieura b car a > 1). 7 e

D’autre part cette transformation multiplie les aires par b, car un rectangle dont les cOtés sont paralleles
aux axes voit I'un de ses c6tés multiplié par b.

Maintenant, A abscisse constante, on divise les ordonnées par b. On obtient alors la courbe de la fonction
inverse, et les aires sont divisées par b.

L’aire de la zone grise de la premiére figure est donc
égale 2 celle de la zone grise ci-contre. Or celle-ci L3
représente lnab —1Inbd.

..
.
o

...........
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On en déduit que Inab—Inb=Ina,d ot Inab=1na+Inb.

Dans le cas out a < 1, 'aire de la zone grisée
représente — In ¢ et on montre par la méme
démarche qu’elle est égale a Inb —Inab.

7.2 Autre démonstration pour la comparaison de Inx avec x

. Ing
Montrons que  lim — =0 .
00 :

Cette nouvelle démonstration utilise les propriétés algébriques de la fonction In .
On peut écrire Inz ainsi: Inz = In (v/z) =2 (v/z) d’apres une propriété algébrique.

Inz _ 2In(vz)
On a alors T = W

In (vz) < vz —1< vz,dod In (Vz) < vz.Onen déduit %\—/\%} < %

. La majoration Inz < z — 1 établie plus haut et appliquée & /z donne
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. Inz 2 . Inz
En supposant de plus que z > 1, on obtient 0 < — < —=.ce qui prouve que —— tend vers O lorsque

z tend vers +o00.

8 Annexe 3 : compléments
8.1 Une suite convergente vers e”

n
Montrons que (1 + %) tend vers e“ lorsque m tend vers 'infini.

On étudie In (1 + E) " avec les propriétés algébriques de In et en supposant z # 0 (remarquons que

(1 + iv—) tendant vers 1, (1 + %) devient positif & partir d’un certain rang ; on peut donc prendre I’image
n

de (1+Z—)n par In).
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Lorsque n tend vers I’infini, -~ tend vers 0, et tend vers le nombre dérivé de In en 1, qui

318

vaut 1.D’ol In (1 + —gi>n tend vers z .
n

n T
La fonction exp étant continue, on en déduit que exp (ln (1 + E) ) , C’est-a-dire que (1 + -ﬂi) tend
n n
vers e” lorsque n tend vers I’infini.

1 1

8.2 FKtude de la somme l+—1~+—+...+ -
2 3 n

L’étude des variations de In montre que pour tout entier naturel nonnul k,ona In(k + 1) —Ink < 719_ ,

1 1 .
d’oula somme 1+ 3 + 1 +..+ - est minorée par (In2—In1)+(In3—In2)+...4+(In(n+1)—Inn),

c’est-a-dire par In(n + 1) .

1 1 1
On aaussi Ink—In(k—1) > % d’ou la somme 1+ - + % + oot -~ est majorée par le nombre

1+ (n2—1In1)+ (In3 —In2) + ... + (In(n) — In(n — 1)), c’est-a-dire par 1 +In(n).

Les schéma ci-dessous illustrent avec les aires.

1
3
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1 1
On en déduit I’encadrement In(n + 1) <1+ 5+ % +ot <1+ In(n).

. 1 1 1
Ceci prouve que 1+ 3 + 3 + ..+ - tend vers 4oo lorsque n tend vers +oo et que de plus
1

1+1+ + +lest’uivalnt‘l en +
stgt-+o éq entd Inn 00 .
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